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Resumo
Nesta dissertac¸a˜o, sa˜o apresentados os principais resultados de nosso estudo sobre a dinaˆmica
e processamento de informac¸a˜o quaˆntica usando um ı´on aprisionado numa armadilha harmoˆnica
interagindo com campos eletromagne´ticos cla´ssico (laser) e quaˆntico (cavidade). Propomos um
me´todo de gerac¸a˜o de estados de Bell envolvendo luz e o estado vibracional do ı´on atrave´s
de uma medida condicional de seu estado interno eletroˆnico. Essa medida e´ realizada apo´s
um tempo de interac¸a˜o apropriado e uma preparac¸a˜o inicial simples. Tambe´m propomos um
esquema de implementac¸a˜o de portas lo´gicas nesse sistema. Demonstramos que, pela simples
sintonia dos n´ıveis eletroˆnicos com as frequeˆncias dos campos, e´ poss´ıvel construir uma porta
controlled-NOT tendo os n´ıveis internos do ı´on, bem como os n´ıveis vibracionais, como qubits.
O campo de uma cavidade e´ usado como qubit auxiliar e permanece basicamente no estado
de va´cuo, aumentando a robusteˆs de nosso esquema contra efeitos dissipativos na cavidade.
Apresentamos tambe´m algumas consequ¨eˆncias da quantizac¸a˜o do campo na dinaˆmica ioˆnica,
em especial, no padra˜o dos revivals. Efeitos dependentes da intensidade e o aparecimento
do fenoˆmeno de super revival apresentam uma forte dependeˆncia com a posic¸a˜o do centro da
armadilha relativo ao modo da cavidade e com o valor do paraˆmetro de Lamb-Dicke.
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Abstract
In this thesis we show the main results of our studies in the dynamics and information
processing using a trapped ion interacting with classical (laser) and quantum (cavity) elec-
tromagnetic fields. We propose a method of generation of Bell states involving light and the
ion’s vibrational state through a conditional measurement of its internal electronic state. This
measurement is made after an appropriate interaction time and a suitable initial preparation.
We also propose an implementation scheme of quantum gates in such system. We demontrate
that simply by tuning the electronic levels with the frequencies of the fields, it is possible to
construct a controlled-NOT gate having the ion’s internal level, as well as the vibrational ones
as qubits. A cavity field is used as auxiliar qubit and basically remains in the vacuum state,
which increases the robustness of our scheme against dissipation in the cavity. In addition,
we show some consequences of the field quantization in the ionic dynamics, especially in the
revival patterns. Intensity dependent effects and super revival phenomenon arising are strongly
dependent on the position of the trap centre relative to the cavity mode and on the value of
the Lamb-Dicke parameter.
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Introduc¸a˜o
Um grande nu´mero de trabalhos teo´ricos e experimentais teˆm investigado a habilidade de
controlar coerentemente estados quaˆnticos de ı´ons aprisionados [1–4], mole´culas [5, 6]
e sistemas o´pticos [7–10]. Em especial, o estudo de ı´ons aprisionados interagindo com feixes de
laser tem recebido grande atenc¸a˜o nos u´ltimos anos em virtude dos progressos experimentais na
gerac¸a˜o de estados quaˆnticos nesse sistema [11–14], bem como por sua grande potencialidade
no campo do processamento de informac¸a˜o quaˆntica [15–17]. Neste tipo de experimento, a in-
terac¸a˜o do laser com a mate´ria (´ıons) e´ satisfatoriamente descrita por um modelo semi-cla´ssico,
no qual a mate´ria e´ tratada quanticamente enquanto que o campo continua a ser descrito pela
f´ısica cla´ssica.
Contudo, uma grande quantidade de fenoˆmenos decorrentes da interac¸a˜o da radiac¸a˜o com a
mate´ria e´ entendida atrave´s de uma descric¸a˜o inteiramente quaˆntica do sistema, ou seja, tanto
mate´ria e campo eletromagne´tico sa˜o quantizados. Dentre esses fenoˆmenos esta˜o, por exemplo,
a emissa˜o espontaˆnea, Lamb shift e a largura de linha do laser [18]. No entanto, poucos trabalhos
sa˜o encontrados investigando a influeˆncia da estat´ıstica do campo na dinaˆmica do ı´on [1, 19],
e a transfereˆncia de coereˆncia entre os estados vibracionais e o estado do campo na cavidade
[20, 21]. Do lado experimental, um u´nico ı´on aprisionado foi acoplado, com sucesso, ao campo
eletromagne´tico da cavidade [10, 22]. Mais recentemente, teˆm aparecido algumas propostas
teo´ricas de implementac¸a˜o de portas lo´gicas usando eletrodinaˆmica quaˆntica de cavidades com
ı´ons aprisionados, em particular, na Ref. [23] e´ usado um sistema de dois ı´ons de quatro n´ıveis
em interac¸a˜o com o campo de uma cavidade na Ref. [24] e´ utilizada uma cavidade bastante fora
de sintonia com os n´ıveis de energia eletroˆnicos do ı´on.
No intuito de compreender o papel da quantizac¸a˜o do campo na dinaˆmica de um ı´on aprisio-
nado, realizamos alguns estudos gerais e demonstramos que sob certas condic¸o˜es, o sistema
apresenta uma dinaˆmica bastante semelhante a`quela observada do modelo de Jaynes-Cummings
com constante de acoplamento dependente da intensidade [25,26]. Contudo, um ı´on aprisionado
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interagindo com o campo quantizado inserido numa cavidade apresenta a vantagem de que o
Hamiltoniano na˜o e´ introduzido fenomenologicamente como ocorre na generalizac¸a˜o do Jaynes-
Cummings. No caso ioˆnico, mostramos ser poss´ıvel a deduc¸a˜o de uma constante de acoplamento
dependente da intensidade por primeiros princ´ıpios, ou seja, a partir do Hamiltoniano deduzido
formalmente.
Nossos primeiros estudos ja´ apontavam para a potencialidade do sistema ı´on-cavidade na
manipulac¸a˜o coerente de estados [3,4]. Isso se deve principalmente ao fato de estarmos tratando
com treˆs subsistemas interagentes entre si com caracter´ısticas individuais ja´ bastante exploradas
em diferentes contextos e tambe´m ao fato desse sistema poder ser manipulado por um laser
externo. Esses fatos nos motivaram a realizar ana´lises sistema´ticas das poss´ıveis aplicac¸o˜es
dessa interac¸a˜o na gerac¸a˜o de estados quaˆnticos, com perspectivas voltadas para a computac¸a˜o
quaˆntica. Mostramos que num regime em que o campo manifeste seu cara´ter quaˆntico, e´ poss´ıvel
gerar todos os estados que compoe˜m uma base de Bell [3], importante no estudo de fundamentos
da teoria quaˆntica, nos esquemas de teletransporte de estados e criptografia [27–29]. Mostramos
tambe´m que um ı´on aprisionado interagindo com um modo do campo quantizado pode ser
usado para a construc¸a˜o de uma porta lo´gica quaˆntica Controlled-NOT [4] que, em conjunto
com as portas de rotac¸o˜es de qubits, formam um conjunto de portas capaz de efetuar operac¸o˜es
computacionais universais [29].
Os cap´ıtulos desta dissertac¸a˜o esta˜o organizados como segue. No cap´ıtulo 1 sa˜o apresen-
tados alguns conceitos ba´sicos sobre a interac¸a˜o da radiac¸a˜o com a mate´ria, necessa´rios ao
entendimento das principais experieˆncias e desenvolvimentos em o´ptica quaˆntica, e em espe-
cial, dos resultados apresentados nesta dissertac¸a˜o. Algumas discusso˜es sobre aprisionamento e
manipulac¸a˜o de ı´ons sa˜o tambe´m realizadas. Ainda nesse cap´ıtulo, e´ apresentada uma revisa˜o
de computac¸a˜o quaˆntica ressaltando pontos fundamentais como o paralelismo quaˆntico e a ex-
isteˆncia de um conjunto universal de portas lo´gicas quaˆnticas, fatos esses que tem motivado, nos
u´ltimos anos, uma grande quantidade de esforc¸os teo´rico e experimental na busca de sistemas
e regimes que possibilitem a implementac¸a˜o desse novo tipo de computac¸a˜o.
No cap´ıtulo 2 e´ apresentado o sistema f´ısico e suas caracter´ısticas. Esse sistema consiste
de um ı´on aprisionado inserido no interior de uma cavidade contendo um modo do campo
quantizado e interagindo simultaneamente com um laser externo cla´ssico. A func¸a˜o desse laser
e´ manipular coerentemente essa “mole´cula” ı´on-cavidade.
No cap´ıtulo 3 sa˜o apresentados nossos resultados. Primeiramente, apresentamos uma pro-
posta de gerac¸a˜o de estados emaranhados envolvendo o estado do campo (fo´tons) e o estado
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do movimento vibracional do centro de massa (fo´nons). Em especial, mostramos que e´ poss´ıvel
gerar toda uma base conhecida como base de Bell [3]. Em seguida, ainda explorando a evoluc¸a˜o
coerente do sistema com perspectivas voltadas a computac¸a˜o quaˆntica, propomos um esquema
de implementac¸a˜o da porta controlled-NOT nesse sistema ı´on-cavidade e laser externo [4]. Esta
e´ uma proposta inovadora quanto aos esquemas anteriores envolvendo ı´ons pois abre a possi-
bilidade de usar fo´tons como qubits auxiliares, o que pode ter aplicac¸o˜es diretas no transporte
de informac¸a˜o de um ponto a outro do espac¸o numa espe´cie de rede de informac¸a˜o quaˆntica
(quantum network) [30] que, apesar de exigir cavidades de altas finesse, nos parece algo “fac-
t´ıvel” com a melhora tecnolo´gica das cavidades. Nessa rede, os ı´ons aprisionados funcionariam
como os blocos fundamentais de processamento de informac¸a˜o e os fo´tons como uma espe´cie de
“fio” por onde a informac¸a˜o e´ transportada. O cap´ıtulo termina com um estudo sobre o papel
do posicionamento da armadilha e a importaˆncia do paraˆmetro de Lamb-Dicke no caso ı´on e
campo ressonantes. E´ mostrado que dependendo do estado inicial e do valor desse paraˆmetro, o
sistema pode apresentar evoluc¸o˜es dinaˆmicas completamente distintas, tais como: o surgimento
de colapsos e revivals (ressurgimentos) perio´dicos e o fenoˆmeno de super revival caracterizado
por ser um revival a longo tempo de uma dinaˆmica que ja´ apresenta revival num tempo mais
curto.
O u´ltimo cap´ıtulo e´ dedicado a discusso˜es dos principais resultados, bem como das pers-
pectivas futuras sobre esse sistema que e´ composto de um ı´on aprisionado interagindo com
o campo quantizado em uma cavidade. O primeiro apeˆndice conte´m a deduc¸a˜o a partir de
primeiros princ´ıpios do Hamiltoniano do ı´on aprisionado em interac¸a˜o com o campo eletromag-
ne´tico que e´ a base de todo o trabalho desenvolvido nessa dissertac¸a˜o. O segundo e u´ltimo
apeˆndice traz um procedimento de ca´lculo do operador de evoluc¸a˜o temporal que pode ser
usado numa grande variedade de Hamiltonianos incluindo os utilizados nessa dissertac¸a˜o.
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Cap´ıtulo 1
Conceitos Fundamentais
1.1 Interac¸a˜o da Radiac¸a˜o com a Mate´ria
Nesta sec¸a˜o discutimos a interac¸a˜o do campo de radiac¸a˜o quantizado com um a´tomo. Na
situac¸a˜o em que e´ poss´ıvel restringir a interac¸a˜o para apenas um modo do campo eletromag-
ne´tico com dois n´ıveis eletroˆnicos de um a´tomo/´ıon, o Hamiltoniano do sistema adquire uma
forma simples que admite soluc¸a˜o anal´ıtica exata. Esse modelo, conhecido como modelo Jaynes-
Cummings, e´ uma importante ferramenta da o´ptica quaˆntica e sua realizac¸a˜o experimental e´
de fundamental interesse. A implementac¸a˜o desse modelo ja´ e´ realizada tanto no contexto das
cavidades o´pticas [31] quanto nas de microondas [9].
O Hamiltoniano da Interac¸a˜o A´tomo-Campo
Um ele´tron de carga e e massa m interagindo com um campo eletromagne´tico externo
(cla´ssico) e´ descrito pelo seguinte Hamiltoniano de acoplamento mı´nimo (sem considerar spin):
Hˆ = 1
2m
[pˆ− eA(rˆ, t)]2 + eU(rˆ, t) + V (rˆ), (1.1)
em que pˆ e´ o operador de momento linear, A(rˆ, t) e U(rˆ, t) sa˜o os potenciais vetor e escalar
do campo externo cla´ssico, respectivamente, e V (rˆ) e´ um potencial central, como por exemplo,
o que liga um ele´tron na posic¸a˜o rˆ ao nu´cleo atoˆmico. Nesse caso, iremos supor que o nu´cleo
esteja localizado numa posic¸a˜o r0.
Consideremos agora que o a´tomo e´ iluminado por uma onda plana eletromagne´tica de modo
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que o potencial vetor seja dado por
A(rˆ, t) = A(t) eik·rˆ +A∗(t) e−ik·rˆ. (1.2)
Na regia˜o o´ptica ou de microondas, o comprimento de onda da luz e´ muito maior que a dimensa˜o
linear do a´tomo (valor me´dio do tamnho da o´rbita do ele´tron), ou seja, 〈k · rˆ〉  1. Enta˜o, em
uma primeira aproximac¸a˜o, podemos escrever
eik·r = eik·r0
(
1 + ik · δr − (k · δr)
2
2
+ ...
)
≈ eik·r0 (1.3)
a qual e´ conhecida como aproximac¸a˜o de dipolo. E´ importante salientar que estaremos traba-
lhando no calibre de Coulomb, isto e´,
U(rˆ, t) = 0, (1.4)
∇ ·A = 0. (1.5)
Neste caso, a equac¸a˜o de Schro¨dinger para o Hamiltoniano (1.1) e usando a aproximac¸a˜o de
dipolo A(rˆ, t) ≡ A(r0, t), toma enta˜o a forma{
− ~
2
2m
[
∇− ie
~
A(r0, t)
]2}
Ψ(r, t) = i~
∂
∂t
Ψ(r, t). (1.6)
Uma simplificac¸a˜o do problema e´ permitida com a definic¸a˜o de uma nova func¸a˜o de onda
Φ(r, t), tal que
Ψ(r, t) = exp
[
ie
~
A(r0, t) · rˆ
]
Φ(r, t). (1.7)
Com essa nova func¸a˜o a Eq.(1.6) toma a forma
[Hˆ0 − e rˆ ·E(r0, t)] Φ(r, t) = i~Φ(r, t), (1.8)
no qual
Hˆ0 = pˆ
2
2m
+ V (rˆ) (1.9)
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e´ o Hamiltoniano na˜o-perturbado do a´tomo. Notamos que o Hamiltoniano total do sistema
Hˆ = Hˆ0 + Hˆ1 (1.10)
com
Hˆ1 = −e rˆ ·E(r0, t) (1.11)
e´ agora escrito em termos do campo ele´trico E que e´ independente do calibre usado.
Ate´ o presente momento o campo eletromagne´tico foi tratado como uma perturbac¸a˜o externa
cla´ssica e, para muitos propo´sitos, esse tratamento e´ conveniente e explica os resultados de forma
bastante satisfato´ria. Contudo, existem muitos casos onde o tratamento cla´ssico do campo
falha na explicac¸a˜o de fenoˆmenos observados experimentalmente e uma descric¸a˜o quaˆntica do
campo se faz necessa´ria. Um exemplo e´ a emissa˜o espontaˆnea num sistema atoˆmico. Para um
tratamento rigoroso do decaimento atoˆmico no espac¸o livre, precisamos considerar a interac¸a˜o
do a´tomo com os modos de va´cuo do universo. Mesmo no caso simples da interac¸a˜o do a´tomo
com um u´nico modo do campo eletromagne´tico, numa cavidade por exemplo, as predic¸o˜es do
modelo semicla´ssico e quaˆntico podem diferir completamente. O modelo semicla´ssico preveˆ
apenas oscilac¸o˜es de Rabi para a inversa˜o atoˆmica (diferenc¸a da probabilidade de ocupac¸a˜o
dos dois n´ıveis), enquanto que na descric¸a˜o quaˆntica da interac¸a˜o a´tomo-campo e´ poss´ıvel
a ocorreˆncia do fenoˆmeno de colapso e revival devido ao casamento das fases envolvidas na
preparac¸a˜o inicial do estado do campo [18].
A extensa˜o para o tratamento quaˆntico se da´ identificando as varia´veis canonicamente con-
jungadas (num formalismo lagrangeano) e impondo que sua relac¸a˜o de comutac¸a˜o resulte em i~.
Essa e´ a receita proposta por Dirac [33]. Existem excelentes textos que tratam desse problema
em detalhe [18, 34, 35]. A extensa˜o direta do Hamiltoniano (1.10) para o caso quaˆntico se da´
trocando o campo cla´ssico E(r0, t) por seu operador observa´vel Eˆ. No caso de um u´nico modo
e tomando r0 = 0, temos
Eˆ = ˆ E(bˆ+ bˆ†) (1.12)
em que ˆ e´ um vetor unita´rio de polarizac¸a˜o, E = (~ωc/20V ) sendo ωc a frequ¨eˆncia do modo
do campo, 0 a permissividade ele´trica do va´cuo, V o volume de quantizac¸a˜o que nas aplicac¸o˜es
encontradas ao longo da dissertac¸a˜o correspondera´ ao volume real de uma cavidade sem perdas e
bˆ (bˆ†) sa˜o operadores bosoˆnicos do campo eletromagne´tico que satisfazem a relac¸a˜o de comutac¸a˜o
[bˆ, bˆ†] = 1. (1.13)
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E´ tambe´m necessa´rio acrescentar no Hamiltoniano na˜o-perturbado o termo referente a energia
do campo livre
Hˆc = ~ωc bˆ†bˆ. (1.14)
Em resumo, a interac¸a˜o de um campo de radiac¸a˜o quantizado monomodo com um u´nico
a´tomo pode ser descrita pelo seguinte Hamiltoniano na aproximac¸a˜o de dipolo:
Hˆ = Hˆa + Hˆc − e rˆ · Eˆ, (1.15)
no qual Hˆa e´ o operador Hamiltoniano (1.9). A Eq.(1.15) pode ser reescrita numa forma
conveniente atrave´s da escolha da base atoˆmica |i〉 correspondente aos autoestados de Hˆa com
autovalores Ei. Podemos assim, expressar Hˆa e erˆ em termos dos operadores de transic¸a˜o
atoˆmica
σˆij = |i〉〈j|, (1.16)
lembrando que nesse sub-espac¸o vale a relac¸a˜o
∑
i |i〉〈i| = Iˆ, sendo Iˆ e´ o operador identidade.
Enta˜o
HˆA =
∑
i
Ei σˆii (1.17)
e tambe´m
e rˆ =
∑
i,j
e |i〉〈i|rˆ|j〉〈j| =
∑
i,j
~℘ij σˆij, (1.18)
em que ~℘ij = e 〈i|r|j〉 e´ o elemento de matriz da transic¸a˜o de dipolo ele´trico. Com isso
Hˆ = ~ωc bˆ†bˆ+
∑
i
Ei σˆii + ~
∑
i,j
gij σˆij(bˆ+ bˆ
†), (1.19)
no qual
gij = − ~℘ij · ˆ E~ (1.20)
e´ enta˜o identificada como a constante de acoplamento a´tomo-campo que, por questa˜o de sim-
plicidade, adotaremos como sendo real. Consideremos agora o caso mais simples que e´ o de um
a´tomo de dois n´ıveis. Neste caso, obtem-se para i, j = g, e o Hamiltoniano
Hˆ = ~ωc bˆ†bˆ+ (Eg σˆgg + Ee σˆee) + ~ g (σˆeg + σˆge)(bˆ+ bˆ†), (1.21)
com os sub-´ındices “g” e “e” denotando os estados fundamental (ground) e excitado (excited),
respectivamente.
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E´ u´til reescrever esse Hamiltoniano [18] em termos dos operadores de Pauli
σˆz ≡ σˆee + σˆgg (1.22)
σˆ+ ≡ σˆeg (1.23)
σˆ− ≡ σˆge (1.24)
os quais satisfazem as relac¸o˜es de comutac¸a˜o [σˆz, σˆ±] = ± 2 σˆ±, o que nos leva a
Hˆ = ~ωc bˆ†bˆ+
~ω0
2
σˆz + ~ g(σˆ+ + σˆ−)(bˆ+ bˆ†) (1.25)
com ω0 = (Ee − Eg)/~.
Na representac¸a˜o de interac¸a˜o esse Hamiltoniano assume a forma dependente do tempo
Vˆ(t) = ~ g[σˆ+ bˆ ei(ω0−ωc)t + σˆ− bˆ†e−i(ω0−ωc)t + σˆ+ bˆ†ei(ω0+ωc)t + σˆ− bˆ e−i(ω0+ωc)t]. (1.26)
No caso em que a´tomo e o campo eletromagne´tico esta˜o muito pro´ximos da ressonaˆncia, ou seja,
ω0 − ωc ≈ 0, essa expressa˜o consitira´ de dois termos praticamente esta´ticos (independentes do
tempo t), e de mais dois termos dinaˆmicos que oscilam rapidamente. E´ poss´ıvel descartar esses
termos na chamada aproximac¸a˜o de onda girante RWA (Rotating Wave Approximation) que
consiste em desprezar termos os quais oscilam rapidamente em comparac¸a˜o a termos esta´ticos
ou lentamente oscilantes. Nos tempos de interac¸a˜o de interesse, esses termos na˜o contribuem
apreciavelmente. Isso pode ser visto mais rigorosamente usando teoria de perturbac¸a˜o depen-
dente do tempo, no qual o termo esta´tico fornece uma contribuic¸a˜o proporcional a 1/(ω0−ωc),
que na condic¸a˜o de ressonaˆncia (ω0 ≈ ωc) tende a infinito. Dessa forma, efetuando a RWA no
Hamiltoniano (1.25) obtem-se
Hˆ = ~ωc bˆ†bˆ+
~ω0
2
σˆz + ~ g(σˆ+ bˆ+ σˆ− bˆ†). (1.27)
Esse e´ Hamiltoniano que descreve a interac¸a˜o de um a´tomo de dois n´ıveis interagindo com um
modo do campo eletromagne´tico quantizado, sob as condic¸o˜es de ressonaˆncia e aproximac¸a˜o de
dipolo ele´trico. Essas hipo´teses formam o que chamamos de Modelo Jaynes-Cummings [36,37].
Esse modelo e´ muito importante em o´ptica quaˆntica por va´rias razo˜es. Primeiro, o Hamil-
toniano (1.27) pode ser resolvido exatamente e exibe alguns efeitos dinaˆmicos na˜o previstos na
descric¸a˜o semicla´ssica como e´ o caso do colapso seguido de revival na inversa˜o atoˆmica [37].
Segundo, esse modelo permite a explicac¸a˜o da emissa˜o espontaˆnea e com isso explica os efeitos
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dos va´rios tipos de estat´ısticas quaˆnticas do campo em sistemas mais complexos como, por
exemplo, o micromaser e o laser. De fato, o decaimento espontaˆneo de um n´ıvel atoˆmico e´
tratado considerando a interac¸a˜o de um a´tomo de dois n´ıveis com os modos do universo no
estado de va´cuo [18].
1.2 Aprisionamento de I´ons numa Armadilha de Paul
O surgimento de te´cnicas experimentais mais avanc¸adas possibilitou o aprisionamento e
resfriamento ı´ons atoˆmicos o que tem permitido a observac¸a˜o de quantum jumps [38, 39], a
manipulac¸a˜o coerente de seus estados quaˆnticos de movimento [11,13,40] e o estudo da interac¸a˜o
desses estados com o ambiente [41, 42]. Portanto, evidencia-se assim o potencial desse sistema
no estudo de to´picos de fundamental importaˆncia tanto do ponto de vista acadeˆmico, quanto do
ponto de vista de aplicac¸o˜es pra´ticas. Com relac¸a˜o a essas poss´ıveis aplicac¸o˜es pra´ticas, algumas
propriedades desse sistema fazem dos ı´ons aprisionados fortes candidatos a implementac¸a˜o de
um computador quaˆntico, dentre as quais destacamos:
a. a habilidade de manter esses a´tomos aprisionados por longos per´ıodos de tempo (dias ou
ate´ semanas), o que permite longos tempos de interac¸a˜o;
b. a habilidade de preparac¸a˜o de estados quaˆnticos via lasers externos;
c. a alta eficieˆncia na leitura do estado eletroˆnico via te´cnicas de fluoresceˆncia.
Devido a sua carga na˜o neutra, os ı´ons atoˆmicos sa˜o aprisionados (confinados) por um
arranjo de campos eletromagne´ticos. Dois tipos de armadilhas teˆm sido usadas para o estudo
dos ı´ons a baixas temperaturas, a saber:
•Armadilha de Penning : que usa uma combinac¸a˜o de campos ele´tricos e magne´ticos esta´ti-
cos;
•Armadilha de Paul : que aprisiona os ı´ons pelo uso de campos ele´tricos oscilantes.
Nesta sec¸a˜o discutimos a chamada armadilha de Paul linear que, dentre outras vantagens,
permite o uso de te´cnicas que minimizam os chamados micromovimentos do ı´on, e que devido
a` sua geometria, facilita tambe´m a captac¸a˜o da fluoresceˆncia ioˆnica. Um potencial ele´trico
φ0(t) = U0 + V0 cos(Ωt) (1.28)
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oscilando com radiofrequ¨eˆncia Ω e´ aplicado entre dois eletrodos lineares (fios) diagonalmente
opostos entre si (rod electrode), Fig. 1.1. Os eletrodos sa˜o acoplados a capacitores (na˜o mostra-
dos na figura) cuja func¸a˜o e´ manter o potencial (1.28) independente da coordenada z. Os outros
dois eletrodos sa˜o aterrados. O potencial resultante no eixo da armadilha (paralelo a` direc¸a˜o
z) e´ do tipo quadrupolar e assume a forma
φ(t) =
φ0
2 r20
(x2 − y2) (1.29)
sendo r0 e´ a distaˆncia do eixo da armadilha (eixo z na Fig.(1.1)) a` superficie de um dos eletrodos
lineares. As equac¸o˜es cla´ssicas de movimento para um ı´on de massa m e carga q na presenc¸a
desse campo sa˜o
mr¨ = qE = −q∇φ(t) (r = xxˆ+ yyˆ + zzˆ) (1.30)
cujas componentes satisfazem
z¨ = 0,
y¨ − q
mr20
[U0 + V0 cos(Ωt)] y = 0,
x¨+
q
mr20
[U0 + V0 cos(Ωt)]x = 0.
(1.31)
Apo´s a substituic¸a˜o
a ≡ 4 q U0
mr20 Ω
2
, b ≡ 2 q V0
mr20 Ω
2
, ζ ≡ Ω t
2
(1.32)
as equac¸o˜es na˜o nulas de movimento (1.31) tomam a forma de equac¸o˜es de Mathieu dadas por
d2x
dζ2
+ [a+ 2 b cos(2ζ)]x = 0, (1.33)
d2y
dζ2
− [a+ 2 b cos(2ζ)] y = 0. (1.34)
As equac¸o˜es de movimento (1.33) e (1.34) para um ı´on aprisionado numa armadilha de Paul
sa˜o equac¸o˜es diferenciais cujos coeficientes sa˜o func¸o˜es oscilantes e pertencem a uma classe
de equac¸o˜es diferenciais chamadas de equac¸o˜es de Mathieu [43–45]. Dentre os muitos outros
problemas que levam as equac¸o˜es de Mathieu, o mais trivial talvez seja aquele proveniente do
me´todo de separac¸a˜o de varia´veis aplicado a` equac¸a˜o de Helmholtz escrita em coordenadas
cilindricas el´ıpticas. Tais equac¸o˜es possuem soluc¸o˜es que podem na˜o ser esta´veis dependendo
dos valores de a e b, casos esses que devem ser evitados quando desejamos aprisionar o ı´on. As
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equac¸o˜es de Mathieu podem, em geral, ser resolvidas aproximadamente usando as chamadas
soluc¸o˜es de Floquet. No regime a  b2  1 a soluc¸a˜o aproximada e esta´vel das Eqs.(1.33) e
(1.34) pode ser obtida por uma se´rie de Fourier [44,45] e a soluc¸a˜o de ordem mais baixa e´ dada
por
x(t) = x0
[
1 +
b
2
cosΩt
]
cos(ωxt+ φx), (1.35)
y(t) = y0
[
1− b
2
cosΩt
]
cos(ωyt+ φy), (1.36)
nos quais
ωx =
Ω
2
√
b2
2
+ a ωy =
Ω
2
√
b2
2
− a, (1.37)
e x0, y0, φx, φy sa˜o constantes determinadas pelas condic¸o˜es iniciais. Ao analisarmos (1.35) e
(1.36) notamos que o movimento de um u´nico ı´on aprisionado na direc¸a˜o radial e´ harmoˆnico e
com uma amplitude modulada com uma frequ¨eˆncia Ω. A oscilac¸a˜o harmoˆnica correspondente
as frequ¨eˆncias ωx e ωy e´ chamada movimento secular, enquanto que a pequena contribuic¸a˜o
oscilando na frequ¨eˆncia Ω e´ chamada de micromovimento. Esse micromovimento pode ser mi-
nimizado sob certas condic¸o˜es como, por exemplo, atrave´s da escolha apropriada de potenciais
em eletrodos adicionais. Na˜o e´ nosso objetivo nesta dissertac¸a˜o discutir detalhes sobre a mini-
mizac¸a˜o do micromovimento, pois estes podem ser encontrados em [46]. Uma vez desprezado o
micromovimento, o ı´on se comporta com se estivesse confinado num pseudo-potencial harmoˆnico
ψ2D na direc¸a˜o radial dado por
q ψ2D =
m
2
(ω2x x
2 + ω2y y
2) (1.38)
que para um caso t´ıpico com U0 = 0 (a = 0), tem-se ωx=ωy. Consequentemente,
q ψ2D =
mωr
2
(x2 + y2) (1.39)
sendo ωr a frequ¨eˆncia radial dada por
ωr =
Ω b
2
√
2
=
q V0
mr20 Ω
√
2
. (1.40)
Conforme Ref. [47], os valores t´ıpicos para esses paraˆmetros sa˜o da ordem V0 ' 300 − 800V,
Ω/2pi ' 16− 18MHz, r0 = 0.2mm, o que leva a uma frequ¨eˆncia radial de ωr/2pi ' 1.4− 2MHz
para um ı´on de Ca´lcio 40Ca+. Na natureza, 97% do Ca´lcio consiste desse iso´topo.
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Para realizar o confinamento na direc¸a˜o z, que nos ca´lculos anteriores esteve livre, aplica-
se os potenciais U1 e U2 nos dois eletrodos em forma de anel (ring electrodes), mostrados na
Fig.1.1. Pode-se escolher U1 = U2 = U12. Ca´lculos nume´ricos [47] mostram que o potencial
pro´ximo ao centro da armadilha e´ harmoˆnico e com frequ¨eˆncia axial aproximada ωz dada por
1
2
mωzz0 ≈ ξ q U12, (1.41)
no qual z0 e´ a distaˆncia do centro da armadilha ate´ o centro do eletrodo anel, ou seja, a metade
do comprimento da armadilha na direc¸a˜o z, e ξ e´ um fator geome´trico. Valores t´ıpicos sa˜o
ωz/2pi ' 500 − 700KHz para U12 ' 2000V e z0 ' 5mm [47]. Assim o pseudopotencial para
um ı´on confinado numa armadilha de Paul em todas as treˆs direc¸o˜es e´ descrito por
q ψ3D =
mωr
2
(x2 + y2) +
mω2zz
2
2
. (1.42)
Para os valores experimentais fornecidos anteriormente, obtem-se para a profundidade do poc¸o
de potencial na direc¸a˜o axial (ωz/2pi ' 700KHz)
Vz =
mω2zz
2
0
2
' 100 eV, (1.43)
bem como na direc¸a˜o radial (ωr/2pi ' 2MHz)
Vr =
mω2rr
2
0
2
' 820 eV. (1.44)
O poc¸o de potencial na direc¸a˜o radial e´, portanto, muito mais profundo que no eixo da armadi-
lha. Assim, o movimento do ı´on na direc¸a˜o radial tem pequena amplitude quando comparada
a` direc¸a˜o axial e sera´ aqui desprezado. Essa caracter´ıstica e´ a raza˜o dessas armadilhas serem
chamadas de lineares. Os ı´ons ficam localizados na direc¸a˜o radial pore´m oscilando na direc¸a˜o
axial, formando uma espe´cie de linha de ı´ons, conforme mostram as Figs. 1.2 e 1.3.
Por u´ltimo, apresentamos agora o processo de carregamento dos ı´ons na armadilha como
realizado em [48]. Antes de iniciar o carregamento, os potenciais da armadilha sa˜o desligados
para evitar o aprisionamento de ı´ons residuais na˜o desejados. Um forno atoˆmico produzindo
a´tomos de Ca´lcio e´ ligado e a temperatura e´ aumentada progressivamente. Enta˜o um canha˜o
de ele´trons e´ acionado, ionizando os a´tomos de Ca´lcio diretamente no volume da armadilha
agora ligada. Lasers de resfriamento sa˜o direcionados a` nuvem de ı´ons contendo algumas
centenas de ı´ons ocupando uma a´rea de diaˆmetro de aproximadamente 200µm. A nuvem de
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ı´ons gradativamente relaxa para um estado estaciona´rio onde o aquecimento por radiofrequ¨eˆncia
(devido aos eletrodos) e´ balanceado pelo resfriamento a laser. O nu´mero de ı´ons e´ reduzido
desligando o laser de resfriamento. Para um nu´mero pequeno de ı´ons, ocorre uma transic¸a˜o de
fase formando uma estrutura cristalina linear (ver Fig. 1.2 e 1.3). Isso e´ chamado de cristal
ioˆnico ou cadeia de ı´ons. O processo de carregamento leva aproximadamente um minuto.
Figura 1.1: Armadilha de Paul linear, http://heart-c704.uibk.ac.at
Figura 1.2: Cadeia de 10 ı´ons 40Ca+, http://www.physik.uni-mainz.de/werth/calcium/
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Figura 1.3: I´ons 40Ca+ aprisionados, http://www.physik.uni-mainz.de/werth/calcium/
CAPI´TULO 1. CONCEITOS FUNDAMENTAIS 12
1.3 Computac¸a˜o e Informac¸a˜o Quaˆntica
Quando pensamos em computac¸a˜o e´ usual que tenhamos uma ide´ia abstrata baseada em
conceitos lo´gicos e argumentos que esta˜o mais pro´ximos da matema´tica que da f´ısica. Contudo,
na˜o podemos nos esquecer que o computador e´ um objeto f´ısico e, que portanto, o processo
computacional, seja ele efetuado por qualquer hardware, e´ um processo que obedece as leis da
f´ısica. Uma vez que a mecaˆnica quaˆntica e´ uma teoria fundamental, parece natural pensarmos
em uma ma´quina que realize o processamento de informac¸a˜o num n´ıvel tal que certas definic¸o˜es
como, superposic¸a˜o ou emaranhamento de estados quaˆnticos, possam ser usadas como um novo
tipo de recurso computacional. Essa e´ a ide´ia formalizada por Deutsch [49] num artigo que
dispertou a atenc¸a˜o da comunidade de f´ısicos para essa a´rea que reune f´ısica, matema´tica e
cieˆncia da computac¸a˜o e que hoje conhecemos pelo nome de computac¸a˜o quaˆntica.
A procura por sistemas f´ısicos capazes de implementar essas ide´ias de maneira controlada
passou enta˜o a ser um importante campo de pesquisa. Em [4] no´s mostramos que um ı´on
aprisionado interagindo com o campo quantizado tem o potencial para a implementac¸a˜o de um
conjunto universal de portas lo´gicas e que, portanto, pode realizar qualquer operac¸a˜o lo´gica.
No que segue e´ apresentado alguns conceitos ba´sicos sobre computac¸a˜o quaˆntica, necessa´rios ao
entendimento das propostas apresentadas nessa dissertac¸a˜o. Uma boa introduc¸a˜o ao assunto
pode ser encontrada em [29].
1.3.1 Qubits e Portas Lo´gicas Quaˆnticas
Em computac¸a˜o cla´ssica, a menor unidade de informac¸a˜o, o bit, pode assumir dois estados:
0 ou 1. Sua generalizac¸a˜o quaˆntica se da´ no contexto de sistemas de dois n´ıveis, em que o
estado geral para esse bit quaˆntico (qubit), e´ dado por
|ψ〉 = a|0〉+ b|1〉, (1.45)
o qual e´ parametrizado por dois nu´meros complexos a e b satisfazendo a relac¸a˜o |a|2 + |b|2 = 1.
Existem infinitas possibilidades para o estado de um qubit, podendo estar numa super-
posic¸a˜o coerente de 0 e 1. Essa caracter´ıstica da´ origem a um paralelismo sem ana´logo cla´ssico
e que ja´ foi explorado na criac¸a˜o de algoritmos quaˆnticos eficientes na soluc¸a˜o de problemas de
grande complexidade computacional. Um exemplo que ilustra bem a eficeˆncia da computac¸a˜o
quaˆntica e´ o problema da fatorac¸a˜o de grandes nu´meros inteiros. Esse problema demanda um
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tempo exponencial de soluc¸a˜o no melhor algoritmo cla´ssico conhecido. Foi demonstrado [50]
que um computador quaˆntico seria capaz de solucionar esse problema num tempo polinomial,
o chamado algoritmo de Shor, o que vem motivando a pesquisa em algoritmos quaˆnticos e
consolidando a expectativa sobre o poder computacional de tais ma´quinas.
Operac¸o˜es sobre o qubit (1.45) devem preservar sua norma, e portanto, devem ser descritas
por matrizes unita´rias 2×2. Em princ´ıpio, qualquer operac¸a˜o unita´ria pode ser imaginada como
uma porta lo´gica quaˆntica. Num espac¸o de dimensa˜o 2, ou seja, de um u´nico qubit, o efeito
da aplicac¸a˜o de operac¸o˜es unita´rias pode ser visualizado como a rotac¸a˜o de um vetor unita´rio
na chamada esfera de Bloch [29]. Por esse motivo, operac¸o˜es unita´rias em um u´nico qubit sa˜o
frequ¨entemente chamadas de rotac¸o˜es de qubits.
Dentre todas as rotac¸o˜es poss´ıveis, algumas das mais importantes sa˜o as matrizes de Pauli:
X ≡
(
0 1
1 0
)
, Y ≡
(
0 −i
i 0
)
, Z ≡
(
1 0
0 −1
)
, (1.46)
a matriz de Hadamard (denotada por H), a de fase de 1 qubit (denotada por S) e a tambe´m a
pi/8 (denotada por T), as quais sa˜o dadas por
H ≡ 1√
2
(
1 1
1 −1
)
, S ≡
(
1 0
0 i
)
, T ≡
(
1 0
0 eipi/8
)
, (1.47)
respectivamente.
No intuito de simplificar a visualizac¸a˜o e o entendimento sobre os algoritmos quaˆnticos e´
usual representar essas portas num circuito. Na Fig.1.4 sa˜o mostrados alguns desses s´ımbolos.
HHadamard
XPauli-X
YPauli-Y
ZPauli-Z
SFase de 1 qubit
Tpi/8
Figura 1.4: S´ımbolos num circuito quaˆntico
.
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Um conceito ba´sico envolvido num processo computacional, seja ele cla´ssico ou quaˆntico, e´
o conceito de operac¸a˜o controlada. Entendemos esse conceito como uma operac¸a˜o condicionada
a` resposta de uma dada pergunta como, por exemplo, se A e´ verdadeiro, enta˜o fac¸a B. Um
exemplo de tal operac¸a˜o controlada e´ a chamada Controlled-NOT (usualmente referida como
CNOT). Essa operac¸a˜o consiste de uma porta com dois qubits de entrada |c, t〉, conhecidos
como qubit de controle |c〉 e qubit alvo |t〉, respectivamente. Em termos da base computacional
{|0〉, |1〉}, a ac¸a˜o da CNOT e´ dada por |c〉|t〉 =⇒ |c〉|t ⊕ c〉, onde ⊕ denota a soma de mo´dulo
2. Em resumo, se o qubit de controle esta´ no estado |1〉, enta˜o o qubit alvo e´ flipado (trocado),
caso contra´rio, ele permanece inalterado:
|0, 0〉 =⇒ |0, 0〉,
|0, 1〉 =⇒ |0, 1〉,
|1, 0〉 =⇒ |1, 1〉,
|1, 1〉 =⇒ |1, 0〉. (1.48)
A representac¸a˜o dessa porta num circuito quaˆntico e´ apresentada na Fig.1.5.
t
i
Figura 1.5: S´ımbolo para a porta CNOT
Outro exemplo de operac¸a˜o controlada importante em nosso trabalho e´ a porta de fase de
2 qubits. Sua ac¸a˜o na base computacional e´ dada por
|0, 0〉 =⇒ |0, 0〉,
|0, 1〉 =⇒ |0, 1〉,
|1, 0〉 =⇒ |1, 0〉,
|1, 1〉 =⇒−|1, 1〉, (1.49)
isto e´, apenas o estado |1, 1〉 ganha um sinal negativo, enquanto os demais estados da base
computacional permanecem inalterados.
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Nas pro´ximas sec¸o˜es sa˜o discutidos o exemplo do Algoritmo de Deutsch e tambe´m os con-
ceitos de universalidade e paralelismo quaˆntico.
1.3.2 Universalidade das Matrizes Unita´rias de Dois Nı´veis
Em computac¸a˜o cla´ssica, para se computar uma func¸a˜o arbitra´ria sa˜o necessa´rias pelo menos
treˆs portas lo´gicas: AND, OR, NOT [29]. Dizemos que tal conjunto de portas e´ universal para a
computac¸a˜o cla´ssica. Para a computac¸a˜o quaˆntica, existe um resultado similar de universalidade
quando qualquer operac¸a˜o unita´ria puder ser aproximada, com precisa˜o arbitra´ria, por um
circuito quaˆntico envolvendo apenas tal conjunto de portas. Nessa sec¸a˜o, descreveremos uma
das poss´ıveis construc¸o˜es de universalidade para computac¸a˜o quaˆntica baseada no conceito de
matriz unita´ria de dois n´ıveis. Existem outras construc¸o˜es de universalidade [29], em especial,
aquela onde qualquer operac¸a˜o unita´ria pode ser aproximada, com precisa˜o arbitra´ria, usando as
portas CNOT, Hadamard, fase e pi/8. Uma vez que as treˆs u´ltimas portas citadas sa˜o matrizes
de rotac¸a˜o, e´ usual enunciar esse importante resultado como: “qualquer operac¸a˜o unita´ria pode
ser aproximada, com precisa˜o arbitra´ria, usando as portas CNOT e rotac¸o˜es de qubits”.
Com o objetivo de mostrar que a matriz U pode ser decomposta num produto de matrizes
unita´rias de dois n´ıveis, ou seja, matrizes unita´rias que atuam na˜o trivialmente apenas em duas
ou menos componentes de um vetor d-dimensional, consideraremos uma matriz unita´ria U que
atua num espac¸o com a mesma dimensa˜o do vetor. Para melhor exemplificar a ide´ia por traz
dessa decomposic¸a˜o, consideraremos primeiro o caso em que U e´ uma matriz complexa 3 × 3
(d = 3):
U =
 a d gb e h
c f j
 . (1.50)
Neste caso devemos procurar por matrizes unita´rias de dois n´ıveis U1, U2 e U3 tais que:
U3U2U1U = I, (1.51)
sendo I e´ a matriz identidade. De (1.51) segue que
U = U †1U
†
2U
†
3 . (1.52)
Demonstrando (1.51), automaticamente teremos demonstrado (1.52), ou seja, que U pode
ser decomposta num produto de matrizes unita´rias de dois n´ıveis. Portanto, comec¸aremos
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a demonstrac¸a˜o pela construc¸a˜o de U1. Para b = 0, vamos supor que:
U1 =
 1 0 00 1 0
0 0 1
 . (1.53)
Por outro lado, para b 6= 0, suporemos:
U1 =

a∗√|a|2 + |b|2 b∗√|a|2 + |b|2 0
b√|a|2 + |b|2 −a√|a|2 + |b|2 0
0 0 1
 . (1.54)
E´ importante notar que em ambos os casos U1 e´ uma matriz unita´ria de dois n´ıveis e que
quando multiplicamos U1 por U obtem-se:
U1U =
 a
′
d′ g′
0 e′ h′
c′ f ′ j′
 . (1.55)
Foram usados elementos de matriz gene´ricos denotados com ‘linha’, pois seus verdadeiros val-
ores sa˜o irrelevantes para a demonstrac¸a˜o. O importante e´ que construindo U1 da maneira
(1.53) ou (1.54), o elemento de matriz (U1U)21 torna-se igual a zero. Esse e´ o ponto chave
da demonstrac¸a˜o. Aplicamos agora um procedimento semelhante para encontrar U2 tal que
(U2U1U)31 seja tambe´m nulo. Sendo c
′
= 0, vamos admitir que
U2 =
 a
′∗
0 0
0 1 0
0 0 1
 . (1.56)
Se c
′ 6= 0, iremos supor
U2 =

a
′∗√|a′|2 + |c′|2 0 c
′∗√|a′|2 + |c′|2
0 1 0
c
′√|a′|2 + |c′|2 0 −a
′√|a′|2 + |c′|2
 . (1.57)
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Em ambos os casos, quando realizamos a multiplicac¸a˜o matricial obtemos
U2U1U =
 1 d
′′ g′′
0 e′′ h′′
0 f ′′ j′′
 . (1.58)
Uma vez que a matriz (1.58) e´ unita´ria (produto de matrizes unita´rias e´ tambe´m uma matriz
unita´ria), devemos ter as seguintes relac¸o˜es satisfeitas para os elementos de matriz complexos:
d′′ = g′′ = 0
|e′′|2 + |h′′|2 = |f ′′|2 + |j′′|2 = 1
f ′′e′′∗ + h′′j′′∗ = 0. (1.59)
Finalmente, ao admitirmos
U3 =
 1 0 00 e′′∗ h′′∗
0 f ′′∗ j′′∗
 , (1.60)
podemos facilmente verificar que U3U2U1U = I.
Num caso mais geral, U atua num espac¸o d-dimensional. Enta˜o, de maneira similar, pode-
mos encontrar matrizes unita´rias de dois n´ıveis U1, ..., Ud tais que a matriz Ud−1Ud−2...U1U
tenha seu elemento (Ud−1Ud−2...U1U)11 = 1, e o restante da primeira linha e da primeira coluna
todos iguais a zero. O processo e´ repetido para as d− 1 submatrizes unita´rias ate´ que a matriz
U possa ser escrita como
U = V1...Vk, (1.61)
nos quais as matrizes Vk sa˜o matrizes unita´rias de dois n´ıveis e k ≤ (d− 1)+ (d− 2)+ ...+1 =
d(d− 1)/2.
Uma consequ¨eˆncia direta dessa demonstrac¸a˜o e´ que uma matriz unita´ria arbitra´ria num
sistema de n qubits, pode ser escrita como um produto de no ma´ximo 2n−1(2n − 1) matrizes
unita´rias de dois n´ıveis. Para matrizes unita´rias espec´ıficas e com um nu´mero maior de ele-
mentos nulos e´ poss´ıvel encontrar decomposic¸o˜es envolvendo um menor nu´mero de matrizes
unita´rias de dois n´ıveis, e portanto mais eficiente.
No pro´ximo cap´ıtulo, mostraremos como o sistema de ı´ons aprisionados inseridos numa cavi-
dade e interagindo com um campo externo pode ser usado para a implementac¸a˜o das matrizes
unita´rias de Hadamard (1.47) e de fase (1.49).
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1.3.3 Paralelismo Quaˆntico e Considerac¸o˜es F´ısicas
Uma vez que e´ poss´ıvel realizar operac¸o˜es lo´gicas com os aparatos da mecaˆnica quaˆntica,
surgem algumas questo˜es importantes, como por exemplo:
• Que classe de problemas computacionais pode ser realizada usando circuitos quaˆnticos?
• Como essa classe pode ser comparada com aquelas realiza´veis num circuito lo´gico cla´ssico?
• E´ poss´ıvel encontrar uma tarefa em que o computador quaˆntico seja mais eficiente que o
cla´ssico?
Comec¸amos essa discussa˜o apresentando como simular um circuito lo´gico cla´ssico num circuito
quaˆntico. Ressaltamos que a discussa˜o em termos de circuitos e´ igualmente rigorosa a discussa˜o
com operadores e seu uso nessa dissertac¸a˜o se deve ao seu forte poder elucidativo.
Essa questa˜o na˜o e´ trivial pois a computac¸a˜o quaˆntica e´ baseada em operadores unita´rios
cujas ac¸o˜es sa˜o claramente revers´ıveis. Ja´ os circuitos cla´ssicos possuem muitas portas lo´gicas
irrevers´ıveis como, por exemplo, a porta NAND [29], cuja ac¸a˜o e´ tomar dois bits de entrada a
e b de modo a realizar a operac¸a˜o AND seguida por uma operac¸a˜o NOT. Mas um importante
resultado da computac¸a˜o cla´ssica resolve completamente o problema: “qualquer circuito cla´ssico
pode ser trocado por um circuito equivalente contendo apenas elementos revers´ıveis”. Tal fato
e´ realizado com o uso da porta de Toffoli.
A porta de Toffoli possui treˆs bits de entrada e treˆs de sa´ıda, conforme ilustrado na Fig.
1.6. Esse circuito implementa a tabela (1.1). Dois dos bits de entrada sa˜o os bits de controle e
permanecem inalterados pela aplicac¸a˜o da porta de Toffoli. O terceiro bit e´ um bit alvo que e´
trocado se ambos os bits de controle sa˜o iguais a 1, caso contra´rio permanece inalterado.
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t
t
i
a a
b b
c c⊕ ab
Figura 1.6: Porta de Toffoli
Inputs Outputs
a b c a’ b’ c’
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 1 0
Tabela 1.1: Tabela da verdade para a porta de Toffoli
Para provar que a porta de Toffoli e´ revers´ıvel, notamos que a aplicac¸a˜o sucessiva desta leva
(a, b, c)→ (a, b, c⊕ ab)→ (a, b, c) (1.62)
e que portanto, essa porta possui uma inversa simples que e´ ela mesma. Como um exemplo
de que a porta de Toffoli pode simular portas irrevers´ıveis, consideremos a porta NAND. Se
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tomamos o bit c igual a 1, conforme Fig. 1.7, a ac¸a˜o e´ justamente a porta desejada, ou seja, o
terceiro bit e´ a sa´ıda da NAND. Um bit preparado de maneira conveniente para a realizac¸a˜o
de uma dada operac¸a˜o controlada e´ usualmente chamado de ancilla.
t
t
i
a a
b b
c 1⊕ ab
Figura 1.7: Circuito cla´ssico implementando uma porta NAND e usando a porta de Toffoli
A porta de Toffoli esta´ sendo discutida como uma porta cla´ssica, contudo ela pode ser
implementada como uma porta lo´gica quaˆntica. Por definic¸a˜o, a implementac¸a˜o quaˆntica da
porta de Toffoli apenas permuta os estados da base computacional da mesma maneira que seu
ana´logo cla´ssico. Por exemplo, se o estado de entrada e´ |110〉, a porta troca o terceiro qubit
porque os outros dois esta˜o no estado |1〉, o que resulta em |111〉. E´ poss´ıvel demonstrar que a
matriz que realiza tais permutac¸o˜es e´ uma matriz unita´ria e que portanto a porta de Toffoli e´
tambe´m uma leg´ıtima porta quaˆntica.
E´ claro que se a habilidade em simular computadores cla´ssicos fosse a u´nica coisa que um
computador quaˆntico e´ capaz de fazer, na˜o haveria sentido em prosseguir com a explorac¸a˜o
dos efeitos quaˆnticos para complicar. A vantagem de um computador quaˆntico e´ a maneira
como ele calcula func¸o˜es em paralelo. De modo simplificado, o paralelismo quaˆntico e´ a capaci-
dade que tais ma´quinas teˆm de calcular um func¸a˜o f(x) para muitos diferentes valores de x
simultaneamente.
Para entender como isso ocorre, consideremos o caso simples de uma func¸a˜o f(x) : {0, 1} →
{0, 1}. Para que a operac¸a˜o seja revers´ıvel e´ conveniente guardar junto ao valor de f(x) o
valor da varia´vel x. Isso pode ser feito com a aplicac¸a˜o de uma sequeˆncia apropriada de portas
lo´gicas [29] transformando o estado inicial |x, y〉, no qual o primeiro qubit e´ um registrador de
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dados e o segundo um registrador alvo, em |x, y⊕f(x)〉. A transformac¸a˜o |x, y〉 → |x, y⊕f(x)〉
e´ usualmente denotada por Uf e e´ claramente revers´ıvel. No caso y = 0, o estado do segundo
qubit e´ exatamente o valor f(x).
Consideremos agora o circuito mostrado na Fig. 1.8 que aplica Uf num input na˜o pertencente
a base computacional, isto e´, o registrador de dados esta´ numa superposic¸a˜o dos estados dessa
base, (|0〉+ |1〉)/√2. Esse estado pode ser criado com a aplicac¸a˜o da porta de Hadamard (1.47)
em |0〉. A aplicac¸a˜o de Uf resulta no estado
|ψ〉 = |0, f(0)〉+ |1, f(1)〉√
2
. (1.63)
Esse e´ um estado que conte´m informac¸a˜o sobre f(0) e f(1), e´ como se tivessemos calculado f(x)
para dois valores de x simultaneamente. Essa caracter´ıstica e´ chamada paralelismo quaˆntico.
Uf
|0〉+ |1〉√
2
x x
|ψ〉
|0〉 y y ⊕ f(x)
Figura 1.8: Circuito quaˆntico para calcular f(0) e f(1) simultaneamente
Ao contra´rio do paralelismo cla´ssico, em que circuitos mu´ltiplos sa˜o constru´ıdos para com-
putar simultaneamente f(x) e cada um deles para um valor de x, no caso quaˆntico um u´nico
circuito e´ empregado no ca´lculo da func¸a˜o para diferentes valores de x simultaneamente, que e´
uma consequ¨eˆncia direta do fato de um bit quaˆntico poder estar num estado de superposic¸a˜o.
O paralelismo quaˆntico permite que todos os valores da func¸a˜o f sejam calculados simultane-
amente, ainda que tenhamos calculado essa func¸a˜o uma u´nica vez. Contudo, esse paralelismo
na˜o e´ imediatamente u´til, isso porque uma medida resultara´ em apenas um u´nico valor da
func¸a˜o. Em nosso exemplo, a medida resultara´ ou no estado |0, f(0)〉 ou no estado |1, f(1)〉.
Claramente, qualquer computador cla´ssico pode fazer isso muito bem. Deve existir enta˜o al-
guma coisa a mais que torne o paralelismo quaˆntico algo u´til, ou seja, algo que nos permita
extrair mais informac¸a˜o de superposic¸o˜es do tipo
∑
x |x, f(x)〉, do que apenas um u´nico valor
de f(x). A seguir veremos um exemplo de como informac¸a˜o adicional pode ser retirada de
problemas desse tipo.
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O algoritmo de Deutsch [49] combina de forma clara duas propriedades importantes: para-
lelismo quaˆntico e interfereˆncia, sendo esse u´ltimo efeito o responsa´vel em tornar o paralelismo
u´til na obtenc¸a˜o de mais informac¸a˜o sobre a func¸a˜o com apenas um u´nico passo. Esse algoritmo
e´ representado esquematicamente no circuito na Fig. 1.9.
HH
H
Uf
|0〉 x x
|1〉 y y ⊕ f(x)
|ψ0〉
6 |ψ1〉
6 |ψ2〉
6 |ψ3〉
6
Figura 1.9: Circuito quaˆntico para implementar o algoritmo de Deutsch
Neste caso, o estado de entrada (input) e´ escolhido como
|ψ0〉 = |01〉. (1.64)
Esse estado e´ enviado a` duas portas de Hadamard, o que resulta em
|ψ1〉 =
[ |0〉+ |1〉√
2
] [ |0〉 − |1〉√
2
]
. (1.65)
Em seguida, esse estado e´ enviado a` porta Uf . Notamos que a aplicac¸a˜o de Uf em estados do
tipo |x〉(|0〉 − |1〉)/√2 resulta
Uf |x〉(|0〉 − |1〉)/
√
2 =
|x, 0⊕ f(x)〉 − |x, 1⊕ f(x)〉√
2
= |x〉 |0⊕ f(x)〉 − |1⊕ f(x)〉√
2
= (−1)f(x)|x〉(|0〉 − |1〉)√
2
. (1.66)
Usando esse resultado obtem-se
|ψ2〉 = 1
2
(−1)f(0)|0〉
[ |0〉 − |1〉√
2
]
+
1
2
(−1)f(1)|1〉
[ |0〉 − |1〉√
2
]
. (1.67)
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Logo
|ψ2〉 =

±
[ |0〉+ |1〉√
2
] [ |0〉 − |1〉√
2
]
se f(0) = f(1),
±
[ |0〉 − |1〉√
2
] [ |0〉 − |1〉√
2
]
se f(0) 6= f(1).
(1.68)
Uma aplicac¸a˜o final da porta de Hadamard no primeiro qubit resulta
|ψ3〉 =

±|0〉
[ |0〉 − |1〉√
2
]
se f(0) = f(1),
±|1〉
[ |0〉 − |1〉√
2
]
se f(0) 6= f(1).
(1.69)
Notando que f(0)⊕ f(1) e´ igual a zero se f(0) = f(1), e igual a um de outro modo, podemos
reescrever (1.69) concisamente na forma
|ψ3〉 = ±|f(0)⊕ f(1)〉
[ |0〉 − |1〉√
2
]
(1.70)
Medindo o primeiro qubit pode-se enta˜o determinar f(0)⊕ f(1). Logo, o circuito quaˆntico na
Fig. 1.9 nos deu a habilidade de determinar uma propriedade global de f(x), que e´ f(0)⊕f(1),
com um u´nico ca´lculo da func¸a˜o f . Isso ja´ supera um circuito (computador) cla´ssico que
precisaria de no mı´nimo dois ca´lculos a saber, f(0) e f(1).
Esse exemplo ilustra a diferenc¸a existente entre o paralelismo quaˆntico e os algoritmos cla´s-
sicos aleato´rios (randomized algorithms). O estado |0, f(0)〉 + |1, f(1)〉√2 na˜o corresponde a
um computador cla´ssico que calcula f(0) com probabildade 1/2 e f(1) tambe´m com proba-
bilidade 1/2, isso porque num computador cla´ssico essas duas alternativas sa˜o excludentes e
num computador quaˆntico e´ poss´ıvel que as duas alternativas interfiram uma com a outra para
gerar algum tipo de propriedade global da func¸a˜o f . Isso e´ realizado com uso de portas do tipo
Hadamard que combinam as diferentes alternativas, como e´ feito no algoritmo de Deutsch.
A esseˆncia e a dificuldade do desenvolvimento de algoritmos quaˆnticos e´ justamente a escolha
apropriada dos qubits de entrada e da transformac¸a˜o final. Essas escolhas devem permitir uma
determinac¸a˜o eficiente de propriedades globais da func¸a˜o f , propriedades essas que requeririam
do computador cla´ssico maior quantidade de ca´lculos da func¸a˜o.
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Ate´ esse ponto tratamos basicamente dos conceitos matema´ticos que estruturam a com-
putac¸a˜o e informac¸a˜o quaˆntica. Contudo, na˜o passaria de uma curiosidade matema´tica se a
natureza na˜o se comportasse de acordo com essas leis. O problema e´ que todas essas argu-
mentac¸o˜es foram idealizadas para um sistema fechado, isto e´, evoluindo unitariamente durante
todo o tempo. Na realidade, os sistemas f´ısicos na˜o esta˜o completamente isolados e isso deve ser
levado em considerac¸a˜o quando pensa-se na implementac¸a˜o experimental desses computadores.
As unidades elementares da teoria sa˜o os qubits, ou seja, sistemas de dois n´ıveis. Para
a implementac¸a˜o de um computador quaˆntico, os qubits devem ter uma representac¸a˜o f´ısica
robusta que retenha suas propriedades quaˆnticas de superposic¸a˜o. O sistema f´ısico escolhido
deve evoluir da maneira desejada e deve permitir a preparac¸a˜o dos qubits em algum conjunto
especificado de estados iniciais. Esse sistema deve tambe´m permitir a medida eficiente do
estado final apo´s a realizac¸a˜o das operac¸o˜es lo´gicas que corresponde fisicamente a sua evoluc¸a˜o
temporal.
E´ um grande desafio experimental a realizac¸a˜o desses requerimentos ba´sicos e normalmente
eles sa˜o apenas parcialmente satisfeitos. Uma moeda tem dois estados, cara ou coroa, mas e´
um qubit muito ruim porque na˜o apresenta qualquer efeito de superposic¸a˜o desses dois estados,
ou equivalentemente, esses efeitos na˜o duram tempo suficiente para qualquer observac¸a˜o. Um
u´nico spin nuclear pode ser um o´timo qubit porque superposic¸o˜es, de um estado alinhado na
direc¸a˜o a favor ou contra um campo magne´tico externo, podem durar por muito tempo, alguns
dias [29]. Pore´m, pode ser dif´ıcil construir um computador a partir de spins nucleares porque
eles acoplam muito fracamente com qualquer interac¸a˜o externa o que torna extremamente dif´ıcil
a medic¸a˜o da orientac¸a˜o de um u´nico nu´cleo. O que e´ uma vantagem do ponto de vista da
coereˆncia da superposic¸a˜o torna-se uma dificuldade no ponto de vista da medida.
Um computador quaˆntico deve ser bem isolado para manter suas propriedades quaˆnticas.
Ao mesmo tempo, seus qubits devem ser acess´ıveis para a manipulac¸a˜o externa, tanto para a
realizac¸a˜o das operac¸o˜es lo´gicas quanto para a medida de seu estado no final da operac¸a˜o. Uma
implementac¸a˜o realista deve satisfazer um balanc¸o delicado entre esses dois v´ınculos.
Nos pro´ximos cap´ıtulos e´ apresentado como o sistema de ı´ons aprisionados interagindo com
o campo quantizado pode ser empregado na implementac¸a˜o f´ısica das ide´ias expostas nesta
sec¸a˜o. A evoluc¸a˜o dinaˆmica do sistema e os regimes de operac¸a˜o sa˜o estudados tendo em mente
o compromisso entre manipulac¸a˜o externa e coereˆncia quaˆntica.
Cap´ıtulo 2
Descric¸a˜o do Sistema F´ısico
No processamento de informac¸a˜o quaˆntica e´ deseja´vel que os qubits (sistemas de dois n´ıveis)
possuam um tempo de coereˆncia suficientemente longo para a realizac¸a˜o das operac¸o˜es lo´gicas
necessa´rias. O uso de estados eletroˆnicos metaesta´veis de um ı´on aprisionado ja´ se mostrou
bastante promissor nessa direc¸a˜o [16, 48]. Contudo, nesse sistema o transporte de informac¸a˜o
para outros lugares do espac¸o na˜o parece ser uma tarefa fa´cil ja´ que se trata de um sistema
bastante localizado. O uso de fo´tons como “qubit carrier”, ou seja, que carrega informac¸a˜o
para outro lugar no espac¸o, parece uma escolha mais adequada. No aˆmbito da eletrodinaˆmica
quaˆntica em cavidades (CQED), o acoplamento fo´ton-a´tomo e´ realizado enviando os a´tomos
a` cavidade num esquema tipo micromaser. Essas experieˆncias foram realizadas com bastante
sucesso pelo grupo de S. Haroche (Franc¸a) [9]. O problema nesse caso e´ que o sistema esta´
sujeito a flutuac¸o˜es no feixe atoˆmico te´rmico que atravessa a cavidade, incluindo flutuac¸o˜es
no nu´mero de a´tomos e na intensidade da constante de acoplamento. Ainda nesse tipo de
experimento, a interac¸a˜o a´tomo-campo se da´ num intervalo de tempo bastante curto, que
e´ o tempo que o a´tomo demora para atravessar a cavidade. Seria deseja´vel obter tempos de
interac¸a˜o mais longos, principalmente quando pensamos em manipulac¸a˜o de estados e no estudo
dos mecanismos de perda de coereˆncia.
O uso de ı´ons aprisionados em experimentos CQED vem ao encontro da eliminac¸a˜o desses
problemas. Principalmente, os tempos de interac¸a˜o ı´on-campo sa˜o muito maiores ja´ que um
ı´on pode permanecer aprisionado por muito tempo (dias) [51]. Em func¸a˜o disso, o nu´mero de
ı´ons na armadilha na˜o flutua. E´ claro que inserir uma armadilha de Paul numa cavidade na˜o e´
uma tarefa experimental fa´cil. Pore´m, discutiremos um trabalho experimental recente [22] que
indica ser poss´ıvel a manipulac¸a˜o coerente da interac¸a˜o ı´on aprisionado-campo cavidade, o que
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e´ fundamental para a implementac¸a˜o das ide´ias expostas nesta dissertac¸a˜o.
2.1 Progressos experimentais
Recentemente, grupos experimentais ja´ tradicionais na manipulac¸a˜o de micromasers como
e´ o caso do grupo de H. Walther (Inst. Max Planck, Alemanha), ou ainda na manipulac¸a˜o
coerente de ı´ons aprisionados interagindo com campos de laser, como e´ o caso do grupo de
R. Blatt (Univ. Innsbruck, Austria), teˆm realizado experieˆncias envolvendo ı´ons aprisionados
interagindo com o campo quantizado numa cavidade o´ptica [10, 22]. Dentre esses trabalhos,
o mais direcionado ao uso desse sistema na manipulac¸a˜o coerente de estados e´ o do grupo de
Innsbruck. Nessa sec¸a˜o, e´ discutido de maneira sucinta o aparato experimental e alguns detalhes
das experieˆncias realizadas por esse grupo. Essa apresentac¸a˜o e´ u´til para dar embasamento f´ısico
a`s propostas apresentadas no pro´ximo cap´ıtulo.
Esse grupo utiliza ı´ons de ca´lcio 40Ca+ que possuem a estrutura de n´ıveis, frequ¨eˆncias de
transic¸a˜o e larguras de linha apropriadas para a manipulac¸a˜o coerente das transic¸o˜es, ale´m
de possuir uma massa apropriada para o aprisionamento e cristalizac¸a˜o numa armadilha de
Paul [48].
Os dois n´ıveis eletroˆnicos usados sa˜o S1/2 e D5/2 que teˆm uma separac¸a˜o λ = 729 nm,
Fig. 2.1. A transic¸a˜o entre esses dois n´ıveis e´ claramente do tipo dipolo-proibida e a raza˜o
dessa escolha e´ que um n´ıvel acoplado dipolarmente a outro possui um tempo de vida muito
curto (emissa˜o espontaˆnea), o que certamente destro´i a coereˆncia da evoluc¸a˜o do sistema. E´
necessa´rio, portanto, a escolha de n´ıveis no mı´nimo metaesta´veis. Algumas alternativas seriam o
uso de transic¸o˜es Raman acoplando n´ıveis hiperfinos [11] ou uma transic¸a˜o do tipo quadrupolo-
permitida acoplando um n´ıvel mestaesta´vel ao estado fundamental do a´tomo. Essa e´ a escolha
adotada para o ca´lcio (transic¸a˜o S-D) que na˜o possui estrutura hiperfina. Lembramos que uma
transic¸a˜o do tipo dipolo-permitida envolve uma regra de selec¸a˜o em que os n´ıveis devem ter
uma diferenc¸a de momento angular igual a um, como e´ o caso de uma transic¸a˜o S-P, e que uma
transic¸a˜o tipo quadrupolo-permitida envolve a regra de que a diferenc¸a de momento angular
deve ser igual a dois, como ocorre na transic¸a˜o S-D.
A determinac¸a˜o da probabilidade de excitac¸a˜o (ocupac¸a˜o do n´ıvel D) e´ feita via te´cnicas de
fluoresceˆncia, mais especificamente, numa te´cnica conhecida como electron shelving technique,
onde a discriminac¸a˜o entre dois estados eletroˆnicos pode ser realizada com uma certeza de
praticamente 100%. A probabilidade de excitac¸a˜o e´ medida com o uso de uma segunda transic¸a˜o
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Figura 2.1: Estrutura de n´ıveis do I´on 40Ca+
bastante intensa do tipo dipolo-permitida S-P excitada com o uso de um laser externo. Quando
a fluoresceˆncia dessa transic¸a˜o forte cessar (dark period), significa que o a´tomo se encontra no
estado D. Repetindo a preparac¸a˜o inicial do estado e medindo a fluoresceˆncia dessa transic¸a˜o
S-P por um nu´mero muito grande de vezes e´ poss´ıvel determinar a ocupac¸a˜o do estado D.
No caso do ca´lcio, a fluoresceˆncia e´ registrada com a transic¸a˜o S1/2 − P1/2 de separac¸a˜o de
λ = 397 nm, Fig. 2.1. Essa transic¸a˜o e´ tambe´m usada no resfriamento Doppler do movimento
vibracional do ı´on.
Para acoplar a transic¸a˜o entre os estados S-D e´ injetado na cavidade o campo de um laser
de Ti:Sa com λ = 729 nm e largura de 1 kHz. Para resfriar e registrar a fluoresceˆncia e´ usado
tambe´m um laser de Ti:Sa pore´m com λ = 794 nm e largura de linha menor que 300 kHz. Esse
laser e´ dobrado em frequ¨eˆncia para se obter o comprimento de onda λ = 397 nm.
A cavidade utilizada [22] e´ do tipo confocal, de raio de curvatura R = 25mm e separac¸a˜o
entre os espelhos de L = 21mm. Essa cavidade possui uma finesse medida de F = 35000
em λ = 729 nm e no modo fundamental TEM00. O modo sustentado na cavidade e´ do tipo
Gaussiano com uma cintura (waist) w0 = 54µm. Os espelhos sa˜o acoplados a dois cristais PZT
que permitem a variac¸a˜o da separac¸a˜o entre eles por meio da aplicac¸a˜o de um voltagem.
Os ı´ons de ca´lcio sa˜o aprisionados numa armadilha de Paul (rf) cujos eletrodos e end-
caps (separados um do outro por 1.2 mm) sa˜o feitos de molibdeˆnio e produzem frequ¨eˆncias
(ωx, ωy, ωz) iguais a 2pi(2.9, 3.9, 7.4) MHz numa poteˆncia do campo rf de 1W [22]. Aqui, a
direc¸a˜o z representa o eixo da armadilha, x e y sa˜o as direc¸o˜es radiais. O aˆngulo entre o eixo da
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cavidade e o eixo da armadilha (z) e´ de 45o. Essa e´ uma escolha apropriada para a realizac¸a˜o do
resfriamento e para outros detalhes mais espec´ıficos que na˜o sa˜o importantes no entendimento
ba´sico da situac¸a˜o experimental.
Com o aparato descrito anteriormente, o grupo deu um passo importante em direc¸a˜o ao
uso de ı´ons aprisionados em esquemas de computac¸a˜o e informac¸a˜o quaˆntica, envolvendo o
acoplamento do ı´on com o campo da cavidade. Em [22] e´ demonstrada a possibilidade de
controlar de maneira coerente o acoplamento dos estados eletroˆnicos e vibracionais do ı´on com
o campo quantizado.
Um dos trabalhos surgidos durante nossos estudos [3] foi a proposta de um esquema de
gerac¸a˜o da base de Bell, que e´ importante em muitos aspectos na teoria de informac¸a˜o quaˆntica.
Propusemos o uso desse sistema que acopla o movimento de um ı´on aprisionado, seus graus
internos de liberdade (eletroˆnicos) e o campo quantizado. Em [22] Mundt et al. (grupo expe-
rimental de Innsbruck) cita nosso esquema de gerac¸a˜o como uma das aplicac¸o˜es decorrentes do
controle coerente desse sistema.
Esses recentes trabalhos experimentais no sistema de ı´ons aprisionados interagindo com o
campo quantizado da˜o suporte e justificam o estudo realizado nessa dissertac¸a˜o. Na pro´xima
sec¸a˜o e´ apresentado o modelo Hamiltoniano para esse sistema e tambe´m alguns dos diferentes
regimes de operac¸a˜o que permitem uma grande diversidade de dinaˆmicas distintas.
2.2 Ressonaˆncias e Bandas Laterais
Consideramos um ı´on de dois n´ıveis aprisionado num potencial harmoˆnico e inserido no
interior de uma cavidade contendo um modo do campo eletromagne´tico quantizado (frequ¨eˆn-
cia ωcc). Uma poss´ıvel base para descrever o sistema seria aquela formada pelo produto direto
das bases que descrevem os sistemas livres {|e〉, |g〉} ⊗ {|m〉v} ⊗ {|n〉c}. Esses kets referem-se
a estrutura interna do a´tomo de dois n´ıveis {|e〉, |g〉} (autoestados de σˆz), ao movimento do
centro de massa do ı´on {|m〉v} com m = 0, 1, 2, ..., (autoestados de aˆ†aˆ) e ao campo monomodo
intracavidade {|n〉c} com n = 0, 1, 2, ..., (autoestados de bˆ†bˆ). Nessa base, os operadores para o
subespac¸o dos dois n´ıveis podem ser escritos como
σˆ+ = |e〉〈g|,
σˆ− = |g〉〈e|,
σˆz = |e〉〈e| − |g〉〈g|, (2.1)
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os quais satisfazem as relac¸o˜es de comutac¸a˜o ja´ especificadas anteriormente.
Esse sistema e´ ainda forc¸ado por um laser propagante externo (frequ¨eˆncia ωL). O propo´sito
de incluir o laser e´ a manipulac¸a˜o coerente do sistema ı´on + cavidade. Essa e´ uma perturbac¸a˜o
dependente do tempo cujo movimento e´ imposto externamente e que portanto, na˜o nos interessa
sua dinaˆmica. Nessas condic¸o˜es, o laser externo pode ser satisfatoriamente descrito como um
campo cla´ssico.
O Hamiltoniano para esse sistema (A)pode ser escrito na forma:
Hˆ = Hˆ0 + Hˆcav + Hˆext, (2.2)
em que Hˆ0 e´ o Hamiltoniano livre do sistema, Hˆcav e´ o Hamiltoniano de interac¸a˜o do ı´on com
o campo da cavidade e Hˆext e´ o Hamiltoniano de interac¸a˜o do ı´on com o campo externo, sendo
dados por:
Hˆ0 = ~ ν aˆ†aˆ+ ~ωc bˆ†bˆ+ ~
ωa
2
σˆz (2.3)
Hˆcav = ~ g(σˆ+ + σˆ−) (bˆ† + bˆ) cos[ηc(aˆ† + aˆ) + φ] (2.4)
Hˆext = ~Ω (σˆ+ ei [ηL(aˆ
†+aˆ)−ωLt+θ] + σˆ− e−i [ηL(aˆ
†+aˆ)−ωLt+θ]). (2.5)
Nas Eqs. (2.3), (2.4) e (2.5) temos que aˆ†(aˆ) sa˜o os operadores de criac¸a˜o (aniquilac¸a˜o) rela-
tivos as excitac¸o˜es no movimento vibracional (frequ¨eˆncia ν), bˆ†(bˆ) sa˜o os operadores de criac¸a˜o
(aniquilac¸a˜o) das excitac¸o˜es no campo da cavidade (frequ¨eˆncia ωc) , σˆ+(ˆσ−) sa˜o os operadores
atoˆmicos de levantamento (abaixamento), ωa e´ a frequ¨eˆncia atoˆmica, ν e´ a frequ¨eˆncia vibra-
cional ioˆnica, ηL = 2pia0/λL e ηc = 2pia0/λc sa˜o, respectivamente, os paraˆmetros de Lamb-Dicke
relativos aos campos do laser e da cavidade sendo a0 a largura do poc¸o harmoˆnico, λL (λc) o
comprimento de onda do campo do laser (cavidade), Ω a constante de acoplamento laser-´ıon e
g a constante de acoplamente campo da cavidade-´ıon. As fases φ e θ da˜o a posic¸a˜o do centro
da armadilha (centro do potencial harmoˆnico) com relac¸a˜o ao modo do campo quantizado e ao
campo inicial do laser, respectivamente.
Vamos assumir a seguir um “duplo” regime de Lamb-Dicke, ou seja, ηL  1 e ηc  1, tal
que possamos aproximar o cosseno e as exponenciais presentes, respectivamente, em (2.4) e
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(2.5) por
exp [i ηL(aˆ
† + aˆ)] ≈ 1 + i ηL(aˆ† + aˆ) (2.6)
cos [ηc(aˆ
† + aˆ) + φ] ≈
[
1− η
2
c (1 + 2aˆ
†aˆ)
2
− η
2
c (aˆ
†2 + aˆ2)
2
]
cosφ
− ηc(aˆ† + aˆ) sinφ. (2.7)
E´ fundamental notar que retemos termos ate´ segunda ordem no paraˆmetro de Lamb-Dicke.
Nessa aproximac¸a˜o e ja´ na representac¸a˜o de interac¸a˜o, o Hamiltoniano Hˆi = Hˆcav+Hˆext assume
a forma
Hˆi = ~Ω [eiθσˆ+ei δaLt + h.c.]
+ i ηL~Ω[eiθσˆ+aˆ ei(δaL−ν)t + eiθσˆ+aˆ†ei(δaL+ν)t − h.c.]
+~g cosφ[1− η
2
c
2
(1 + 2aˆ†aˆ)][σˆ−bˆ†eiδact + σˆ+bˆ†ei(δac+2ωcc)t + h.c.]
− ηc ~g sinφ[σˆ+aˆ†bˆ†ei(δac+ν+2ωc)t + σˆ+aˆ bˆ†ei(δac−ν+2ωc)t + h.c.]
− ηc ~g sinφ[σˆ+aˆ bˆ ei(δac−ν)t + ˆˆσ+aˆ†bˆ ei(δac+ν)t + h.c.]
− η
2
c
2
~g cosφ[σˆ+aˆ†
2
bˆ†ei(δac+2ν+2ωcc)t + σˆ+aˆ2bˆ†ei(δac−2ν+2ωcc)t + h.c.]
− η
2
c
2
~g cosφ[σˆ−aˆ†
2
bˆ†ei(−δac+2ν)t + σˆ−aˆ2bˆ†ei(−δac−2ν)t + h.c.], (2.8)
em que δaL = ωa−ωL e δac = ωa−ωc sa˜o as dessintonias a´tomo-laser e a´tomo-campo da cavidade,
respectivamente. Temos agora duas dessintonias que podem ser variadas experimentalmente e
esse e´ um ganho devido ao acre´scimo do campo externo no aparato experimental. O aumento no
nu´mero de paraˆmetros reflete a possibilidade de melhor controle sobre o sistema ou pelo menos
uma maior riqueza de regimes manipulados, por exemplo, via pulsos do laser externo. A seguir,
explicitamos alguns Hamiltonianos e, portanto, poss´ıveis operac¸o˜es unita´rias decorrentes das
escolhas de δaL e δac, e da realizac¸a˜o da aproximac¸a˜o de onda girante em (2.8). Essa aproximac¸a˜o
e´ va´lida somente num regime de acoplamento fraco (Ω, g  ν).
Primeiramente vejamos o caso δac 6= kν (k inteiro) ou g=0 (sem a cavidade)
Hˆi = ~Ω [eiθσˆ+eiδaLt + h.c.]
+ i ηL~Ω [eiθσˆ+aˆ ei(δaL−ν)t + eiθσˆ+aˆ†ei(δaL+ν)t − h.c.], (2.9)
no qual surgem treˆs poss´ıveis escolhas para δaL:
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• δaL = 0 (“carrier”)
Hˆi = ~Ω (ˆˆσ+eiθ + ˆˆσ−e−iθ). (2.10)
Tal interac¸a˜o causa transic¸o˜es apenas entre os dois n´ıveis internos do ı´on sem alterar o estado
do campo ou do movimento de centro de massa. E´ interessante notar que apesar de haver
treˆs subsistemas interagentes, a ressonaˆncia entre o campo externo e os dois n´ıveis eletroˆnicos
e´ ainda capaz de induzir o aparecimento desse tipo simples de interac¸a˜o. Esse Hamiltoniano
permite a implementac¸a˜o da porta lo´gica de Hadamard. No pro´ximo cap´ıtulo, mostramos como
utilizar esse Hamiltoniano na construc¸a˜o de uma porta controlled-NOT nesse sistema.
• δaL = ν (“primeira banda lateral vermelha”)
Hˆi = i ηL~Ω (ˆˆσ+aˆ eiθ − ˆˆσ−aˆ†e−iθ). (2.11)
Esse e´ um Hamiltoniano do tipo Jaynes-Cummings usual e descreve um processo em que o ı´on
se excita (ou decai) enquanto que o movimento vibracional massivo sofre uma decaimento (ou
excitac¸a˜o) de um quantum de energia. Ale´m de todas as propriedades dinaˆmicas ja´ bastante
conhecidas, esse Hamiltoniano e´ utilizado, no caso do ı´on, para trazer sua energia vibracional
ate´ o do estado fundamental. Esse esquema e´ conhecido como resfriamento de banda lateral
resolvida [52].
• δaL = −ν (“primeira banda lateral azul”)
Hˆi = i ηL~Ω (ˆˆσ+aˆ†eiθ − ˆˆσ−aˆ e−iθ). (2.12)
Trata-se de um Hamiltoniano conhecido como anti-Jaynes-Cummings e representa um processo
de duplo decaimento (ou excitac¸a˜o) onde os graus de liberdade internos e de movimento vi-
bracional do ı´on decaem (ou excitam-se) simultaneamente de um quantum de energia cada.
Tal processo na˜o e´ encontrado na eletrodinaˆmica quaˆntica de cavidades padra˜o. Esse tipo de
interac¸a˜o tem sido utilizado experimentalmente no NIST para o estudo de uma se´rie de estados
na˜o cla´ssicos do movimento do centro de massa do ı´on [11].
Temos ainda outras situac¸o˜es poss´ıveis para o Hamiltoniano de interac¸a˜o, decorrentes agora
do ajuste da sintonia a´tomo-campo da cavidade.
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No caso δaL 6= kν (k inteiro) ou Ω = 0 (laser desligado), temos que (2.8) se reduz a
Hˆi = ~g cosφ[1− η2c (1 + 2aˆ†aˆ)/2][σˆ−bˆ†eiδact + σˆ+bˆ†ei(δac+2ωc)t + h.c.]
−ηc ~g sinφ[σˆ+aˆ†bˆ†ei(δac+ν+2ωc)t + σˆ+aˆ bˆ†ei(δac−ν+2ωc)t + h.c.]
− ηc ~g sinφ[σˆ+aˆ bˆ ei(δac−ν)t + σˆ+aˆ†bˆ ei(δac+ν)t + h.c.]
−η
2
c
2
~g cosφ[σˆ+aˆ†
2
bˆ†ei(δac+2ν+2ωc)t + σˆ+aˆ2bˆ†ei(δac−2ν+2ωc)t + h.c.]
− η
2
c
2
~g cosφ[σˆ−aˆ†
2
bˆ†ei(−δac+2ν)t + σˆ−aˆ2bˆ†ei(−δac−2ν)t + h.c.], (2.13)
no qual destacamos algumas escolhas de δac que geram Hamiltonianos estudados no desen-
volvimento deste trabalho, ou seja, na obtenc¸a˜o da base de Bell, portas lo´gicas e acoplamento
dependente da intensidade do movimento ioˆnico.
• δac = 0
Hˆi = ~g cosφ[1− η2c (1 + 2aˆ†aˆ)/2][σˆ−bˆ† + σˆ+bˆ]. (2.14)
Tambe´m um Hamiltoniano do tipo Jaynes-Cummings pore´m com a particularidade de que a
constante de acoplamento depende, em nosso caso, da intensidade do movimento do centro de
massa do ı´on (aˆ†aˆ). Isso trara´ importantes consequ¨eˆncias a` dinaˆmica do sistema como veremos
no pro´ximo cap´ıtulo. Destaca-se nesse caso o aparecimento do fenoˆmeno de super revival.
• δac = −ν
Hˆi = −ηc ~g sinφ[σˆ+aˆ†bˆ+ σˆ−aˆ bˆ†]. (2.15)
Esse e´ um Hamiltoniano que descreve um processo onde o campo perde (ou ganha) um fo´ton,
enquanto que o ı´on e seu graus de liberdade vibracional e eletroˆnico ganham (ou perdem) um
quantum de energia. Essa interac¸a˜o e´ utilizada no pro´ximo cap´ıtulo para a gerac¸a˜o da base de
Bell e tambe´m na proposta de uma porta lo´gica controlled-NOT.
• δac = ν
Hˆi = −ηc ~g sinφ[σˆ+aˆ bˆ+ σˆ−aˆ†bˆ†]. (2.16)
O processo f´ısico descrito nesse Hamiltoniano e´ o que o campo e o movimento vibracional do ı´on
perdem (ou ganham) um quantum de energia cada, enquanto que a parte eletroˆnica perde (ou
ganha) um quantum de energia. Esse Hamiltoniano e´ tambe´m utilizado no pro´ximo cap´ıtulo
para gerar a base de Bell.
Fica enta˜o claro que este sistema, em virtude da diversidade de Hamiltonianos, tem um
potencial bastante grande para a manipulac¸a˜o de estados quaˆnticos. O pro´ximo cap´ıtulo e´
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dedicado a explorac¸a˜o dessas diferentes escolhas de dessintonias para a gerac¸a˜o e manipulac¸a˜o
de estados quaˆnticos com perspectivas voltadas a computac¸a˜o e informac¸a˜o quaˆntica. Tambe´m
apresentamos um estudo dos fenoˆmenos de super revival e periodicidade decorrentes, dentre
outras condic¸o˜es, do posicionamento do centro da armadilha com relac¸a˜o ao nodo do campo da
cavidade.
Cap´ıtulo 3
Dinaˆmica e Manipulac¸a˜o Coerente de
Estados Quaˆnticos
Nesse cap´ıtulo sa˜o apresentados os principais resultados de nossos estudos sobre a interac¸a˜o
do campo eletromagne´tico quantizado em uma cavidade o´ptica com um ı´on aprisionado num
potencial harmoˆnico gerado por uma armadilha de Paul. E´ apresentado nas sec¸o˜es 3.1 e 3.2
como esse sistema f´ısico permite a gerac¸a˜o da Base de Bell e da porta lo´gica Controlled-NOT.
Os esquemas envolvem preparac¸o˜es iniciais fact´ıveis do estado do sistema e um ajuste apro-
priado das frequeˆncias do campo e do ı´on. Todo o processo e´ realizado com pulsos, isto e´,
tempos de interac¸a˜o de durac¸a˜o finita e as medidas sobre o sistema sa˜o realizadas pela co-
leta da fluoresceˆncia ioˆnica, que e´ um processo que possui uma alta eficieˆncia. Na gerac¸a˜o da
porta controlled-NOT, pulsos de laser externo ao sistema sa˜o aplicados o que torna poss´ıvel a
obtenc¸a˜o da evoluc¸a˜o necessa´ria a` construc¸a˜o da importante porta de Hadamard. Esse e´ um
ponto importante pois a capacidade de poder manipular o sistema ı´on-cavidade com campos
externos abre muitas possibilidades e regimes de operac¸a˜o, discutidas no cap´ıtulo anterior e
aqui aplicadas.
Uma questa˜o importante nesse sistema e´ saber o quanto a localizac¸a˜o do movimento vi-
bracional do ı´on, ou seja, a largura do poc¸o harmoˆnico com relac¸a˜o ao comprimento de onda
dos campos envolvidos na interac¸a˜o, influencia a dinaˆmica do sistema. Essa informac¸a˜o e´
traduzida no paraˆmetro de Lamb-Dicke que usualmente e´ muito pequeno, tomando valores
ma´ximos em torno de 0.2 nos experimentos [11–14]. Esse valor pequeno permite as expanso˜es
usuais do Hamiltoniano de interac¸a˜o em primeira ordem nesse paraˆmetro. Essa e´ a chamada
aproximac¸a˜o de Lamb-Dicke e ale´m de apropriada para a descric¸a˜o correta de uma se´rie de
34
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resultados, simplifica bastante os ca´lculos nesse sistema. Contudo, apresentamos na sec¸a˜o 3.3
algumas situac¸o˜es em que essa aproximac¸a˜o na˜o e´ apropriada mesmo no caso de valores do
paraˆmetro de Lamb-Dicke muito menores que 0.2. E´ necessa´rio, nesse caso, uma expansa˜o
ate´ segunda ordem nesse paraˆmetro. Consequentemente, uma se´rie de fenoˆmenos interessantes
surgem em func¸a˜o desse novo termo e da preparac¸a˜o adequada do estado do sistema, no qual
destacamos o surgimento do fenoˆmeno do super revival.
3.1 Gerac¸a˜o da Base de Bell
Para um sistema formado por dois subsistemas de dois n´ıveis |0〉 e |1〉 (interagentes ou
na˜o), e´ poss´ıvel contruir uma base que e´ simplesmente o produto direto das bases de cada
subsistema, no caso, A = {|00〉, |01〉, |10〉, |11〉}, em que foi usada a notac¸a˜o abreviada de
|a〉sistema1 ⊗ |b〉sistema2 = |ab〉. Sabemos que essa escolha na˜o e´ u´nica e que para diferentes
tipos de problemas, a escolha de outra base pode ser mais conveniente para ca´lculos e para a
visualizac¸a˜o de propriedades do sistema.
Uma outra escolha poss´ıvel seria B = { 1√
2
(|00〉 ± |11〉), 1√
2
(|01〉 ± |10〉)}. Essa base e´ im-
portante no tratamento de uma se´rie de problemas em f´ısica, como por exemplo, na soma de
momento angular 1/2 no qual esses kets recebem o nome de estados singleto e tripleto e em
informac¸a˜o e computac¸a˜o quaˆntica nos quais sa˜o chamados estados de Bell ou pares EPR. O
seu uso como base e´ de fundamental importaˆncia nos estudos e aplicac¸o˜es do emaranhamento
quaˆntico [29]. Como exemplo, consideraremos o estado
|Ψ〉+ = |00〉+ |11〉√
2
. (3.1)
Esse estado e´ responsa´vel por muitas surpresas em computac¸a˜o e informac¸a˜o quaˆntica, incluindo
o teletransporte de estados quaˆnticos [27]. O estado de Bell (3.1) tem a propriedade de que
uma medida sobre um dos qubits tem dois resultados poss´ıveis: 0 com probabilidade 1/2,
levando ao estado |φ′〉 = |00〉; 1 com probabilidade 1/2, levando ao estado |φ′〉 = |11〉. Assim,
uma medida no outro qubit sempre dara´ o mesmo resultado que a medida no primeiro qubit,
significando assim que o resultado das medidas esta˜o correlacionados. Ainda mais, outros
tipos de medida podem ser realizadas no primeiro ou segundo qubit, e as correlac¸o˜es entre os
resultados das medidas ainda existira˜o. Essas correlac¸o˜es teˆm sido objeto de grande interesse
desde o famoso trabalho de Einstein, Podolsky e Rosen no qual eles apontaram pela primeira
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vez essas estranhas propriedades do estado de Bell [53]. Essas correlac¸o˜es foram estudadas por
John Bell [28] que provou um resultado muito interessante e surpreendente: “as correlac¸o˜es
medidas no estado de Bell sa˜o mais fortes que qualquer outra que possa existir nos sistemas
cla´ssicos”. Esses resultados foram talvez a primeira indicac¸a˜o de que a mecaˆnica quaˆntica
permite o processamento de informac¸a˜o ale´m do que e´ poss´ıvel no mundo cla´ssico.
Apresentamos agora um esquema de gerac¸a˜o de toda a base de Bell usando o sistema de ı´ons
aprisionados interagindo com o campo quantizado numa cavidade. Voltando aos Hamiltonianos
do cap´ıtulo anterior, consideremos agora a evoluc¸a˜o temporal do sistema para alguns estados
iniciais espec´ıficos. Em especial, adotaremos
|Ψ(0)〉 = |n〉c ⊗ |m〉v ⊗ (cosΘ |e〉+ eiϕ sinΘ |g〉), (3.2)
ou seja, a cavidade contendo n fo´tons no estado de Fock |n〉c , com o ı´on descrito pelos estados
vibracionais de Fock |m〉v e os estados eletroˆnicos preparados numa superposic¸a˜o coerente dos
estados excitado |e〉 e fundamental |g〉.
Consideraremos primeiramente o caso δac = ν que e´ descrito pelo Hamiltoniano (2.16), e
nessa equac¸a˜o fixaremos φ = −pi/2. O operador de evoluc¸a˜o temporal Uˆ(t) = e−iHˆt/~ pode ser
calculado, por exemplo, atrave´s de uma expansa˜o na base atoˆmica {|e〉, |g〉} conforme explicado
no apeˆndice B. Neste caso,
Uˆν(t) = Cˆn+1|e〉〈e|+ Cˆn|g〉〈g| − i Sˆn+1aˆ bˆ |e〉〈g| − i aˆ†bˆ†Sˆn+1|g〉〈e|, (3.3)
com
Cˆn+1 = cos
(
ηc g
√
(aˆ†aˆ+ 1)(bˆ†bˆ+ 1) t
)
, (3.4)
Cˆn = cos
(
ηc g
√
aˆ†aˆ bˆ†bˆ t
)
, (3.5)
e
Sˆn+1 =
sin
(
ηc g
√
(aˆ†aˆ+ 1)(bˆ†bˆ+ 1) t
)
√
(aˆ†aˆ+ 1)(bˆ†bˆ+ 1)
. (3.6)
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A evoluc¸a˜o do estado inicial (3.2), obtida com a aplicac¸a˜o de (3.3) e´ dada por
|Ψ(t)〉 = [ cosΘ cos(ηc g
√
(n+ 1)(m+ 1) t)|n〉c |m〉v
−i eiϕ sinΘ sin (ηc g√nm t) |n− 1〉c |m− 1〉v ] |e〉
+[ eiϕ sinΘ cos
(
ηc g
√
nm t
) |n〉c |m〉v
−i cosΘ sin(ηc g
√
(n+ 1)(m+ 1) t)|n+ 1〉c |m+ 1〉v ] |g〉 (3.7)
que e´ um estado emaranhado envolvendo os graus de liberdade internos do ı´on (dois n´ıveis
eletroˆnicos), o movimento vibracional (centro de massa) e o campo na cavidade.
Experimentalmente as medidas realizadas nesse tipo de sistema sa˜o medidas de fluoresceˆncia
do ı´on, ou seja, ilumina-se o ı´on com um laser externo e detecta-se a luz que ele emite em decor-
reˆncia dessa excitac¸a˜o, conforme explicado no cap´ıtulo anterior (electron shelving technique).
A ana´lise dessa radiac¸a˜o fornece informac¸a˜o sobre os estados eletroˆnicos do ı´on e e´ usada para
projetar o estado interno em |e〉 ou |g〉. Uma medida desse tipo ira´ colapsar o estado total
do sistema (3.7) num estado emaranhado envolvendo o movimento vibracional e o campo na
cavidade. Se considerarmos em (3.7) que inicialmente o movimento do ı´on e´ resfriado ate´ o
estado fundamental |0〉v e que na˜o ha´ fo´tons na cavidade (va´cuo) |0〉c, enta˜o, uma medida de
fluoresceˆncia que resulte em |g〉 projetara´ o campo e o movimento vibracional no estado
|ψ〉 = [cosΘ cos(ηc gt) + eiϕ sinΘ] |0〉c |0〉v − i cosΘ sin(ηc gt) |1〉c |1〉v. (3.8)
Se a medida e´ realizada para tempos de interac¸a˜o dados por
tk =
pi(4k + 1)
2ηc g
, (3.9)
vemos da equac¸a˜o (3.8) que o estado gerado para Θ = pi/4,
|Ψ〉 = 1√
2
(eiϕ|0〉c|0〉v − i|1〉c|1〉v), (3.10)
e´ um estado do tipo Bell envolvendo como subsistemas dois sistemas f´ısicos distintos; um ı´on
aprisionado e o campo eletromagne´tico numa cavidade. Notamos que a fase relativa ϕ, envolvida
na superposic¸a˜o dos n´ıveis eletroˆnicos, e´ completamente transferida para o estado emaranhado
resultante (3.10).
Consideraremos agora a evoluc¸a˜o temporal do estado inicial (3.2) para o caso δac = −ν,
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descrito pelo Hamiltoniano (2.15), fixando tambe´m φ = −pi/2. O operador de evoluc¸a˜o neste
regime e´ dado por
Uˆ−ν(t) = Cˆ ′n+1|e〉〈e|+ Cˆ ′n|g〉〈g| − i Sˆ ′nbˆ aˆ†|e〉〈g| − i bˆ†aˆSˆ ′n |g〉〈e|, (3.11)
em que
Cˆ ′n+1 = cos
(
ηc g
√
(bˆ†bˆ+ 1)aˆ†aˆ t
)
, (3.12)
Cˆ ′n = cos
(
ηc g
√
bˆ†bˆ (aˆ†aˆ+ 1) t
)
, (3.13)
e
Sˆ ′n =
sin
(
ηc g
√
(bˆ†bˆ+ 1)aˆ†aˆ t
)
√
(bˆ†bˆ+ 1)aˆ†aˆ
. (3.14)
A evoluc¸a˜o do estado inicial (3.2), obtida com a aplicac¸a˜o de (3.11) e´ dada por
|Ψ(t)〉 = [ cosΘ cos
(
ηg
√
(n+ 1)m) t
)
|n〉c |m〉v
−i eiϕ sinΘ sin
(
ηg
√
n(m+ 1) t
)
|n− 1〉c |m+ 1〉v ] |e〉
+[ eiϕ sinΘ cos
(
ηg
√
n(m+ 1) t
)
|n〉c |m〉v
−i cosΘ sin
(
ηg
√
(n+ 1)m t
)
|n+ 1〉c |m− 1〉v ] |g〉. (3.15)
No caso em que o ı´on e´ inicialmente preparado no primeiro estado excitado |1〉v e o campo
ainda no estado de va´cuo |0〉c, teremos para os mesmos tempos de interac¸a˜o (3.9) e para Θ = pi/4
que uma detecc¸a˜o do ı´on no estado eletroˆnico |g〉 resultara´ na gerac¸a˜o do estado:
|Φ〉 = 1√
2
(
eiϕ|0〉c|1〉v − i|1〉c|0〉v
)
, (3.16)
que tambe´m e´ um estado do tipo Bell envolvendo o campo e estado vibracional do ı´on aprision-
ado. De fato, fixando ϕ = ±pi/2 nas eqs.(3.10) e (3.16) obtemos a chamada base de Bell:
|Ψ〉± = 1√
2
(|0〉c|0〉v ± |1〉c|1〉v) (3.17)
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e
|Φ〉± = 1√
2
(|0〉c|1〉v ± |1〉c|0〉v) , (3.18)
a menos de uma fase global eipi/2 que multiplica ambas as situac¸o˜es.
Em resumo, para gerar a base de Bell nesse sistema e´ preciso resfriar o ı´on ate´ seu estado
fundamental de movimento (|0〉v) para obter dois dos quatro estados da base, ou partir de seu
primeiro estado excitado (|1〉v) para obter o resto da base. A gerac¸a˜o desse primeiro estado
excitado, ou seja, de um estado de Fock com um fo´ton (fo´non) ja´ foi realizada no sistema de ı´ons
aprisionados [40]. A cavidade deve ser preparada no estado de va´cuo e a frequeˆncia do modo do
campo eletromagne´tico deve ser ajustada em δac = ±ν. Uma medida no estado interno do ı´on
que resulte em |g〉 colapsa o estado do sistema naqueles que formam a base de Bell, envolvendo
o movimento do ı´on e o estado do campo da cavidade.
E´ importante realizar uma estimativa do tempo tk (3.9) necessa´rio para a gerac¸a˜o desses
estados. No caso k = 0, que e´ o menor tempo poss´ıvel, temos que t0 = pi/2ηc g. Para ηc ≈ 0.2
e g ≈ 2pi × 105MHz que sa˜o estimativas bastante real´ısticas [11, 20, 21], obtem-se t0 ≈ 0.1µs
como o tempo de evoluc¸a˜o necessa´rio para a gerac¸a˜o de um dos estados (3.17) e (3.18).
Na implementac¸a˜o experimental desse esquema e´ preciso ter em mente que os tempos de
decoereˆncia na˜o podem superar, ou mesmo ser da mesma magnitude que t0. E´ sabido que as
escalas de tempo para a decoereˆncia do movimento ioˆnico em experimentos recentes sa˜o da
ordem de milisegundos ou mais [21], e que a emissa˜o espontaˆnea pode ser suprimida usando
n´ıveis metaesta´veis com tempos de vida da ordem de segundos. O maior problema esta´ real-
mente nas cavidades o´pticas que apresentam os menores tempos de coereˆncia no sistema, da
ordem de microsegundo [20]. Uma vez que a nossa estimativa de t0 e´ cerca de uma ordem de
grandeza menor que o principal tempo de decoereˆncia do sistema, o esquema apresentado aqui
nos parece fact´ıvel com os recursos experimentais atuais.
Algumas outras propostas de gerac¸a˜o de estados de Bell em outros sistemas podem ser
encontradas na literatura, incluindo esquemas usando quantum dots [55], dois ı´ons aprision-
ados [56], ou ainda os trabalhos [21, 54] usando ı´ons ou a´tomos neutros aprisionados em treˆs
dimenso˜es interagindo com campos de lasers e de cavidades afastadas espacialmente. Cada um
desses esquemas tem suas caracter´ısticas pro´prias que podem ser mais ou menos apropriadas
para o tipo de pesquisa ou aplicac¸a˜o de interesse. O que destaca a proposta apresentada nessa
dissertac¸a˜o, das demais citadas, e´ o fato da base de Bell, em nosso caso, envolver o emaran-
hamento entre dois subsistemas distintos e de grande interesse: o oscilador harmoˆnico massivo
(´ıon aprisionado) e o campo eletromagne´tico (fo´tons). Por um lado, tem-se um sistema bastante
CAPI´TULO 3. DINAˆMICA E MANIPULAC¸A˜O COERENTE DE ESTADOS
QUAˆNTICOS 40
localizado (´ıon) e de relativamente fa´cil manipulac¸a˜o via, por exemplo, pulsos de laser externos.
Por outro lado, tem-se um sistema pouco localizado e ideal para enviar informac¸a˜o a pontos
distantes do espac¸o que e´ o fo´ton. Apesar da base de Bell ter sido gerada dentro da cavidade,
o fo´ton pode ser transportado a outros pontos do espac¸o, como por exemplo, atrave´s de guias
de onda.
Essa caracter´ıstica pode ter aplicac¸o˜es em testes de fundamentos de mecaˆnica quaˆntica,
como na˜o localidade e desigualdades de Bell, ou ainda em criptografia e no envio de informac¸a˜o
quaˆntica. Essas aplicac¸o˜es ainda esta˜o sendo estudadas e sa˜o uma continuac¸a˜o natural desse
trabalho.
3.2 Proposta de Construc¸a˜o da Porta Lo´gica Controlled-
NOT
Nessa sec¸a˜o e´ apresentado um esquema para a manipulac¸a˜o de estados quaˆnticos do sis-
tema f´ısico formado por um ı´on aprisionado interagindo com o campo eletromagne´tico de uma
cavidade que permite a construc¸a˜o da porta de Hadamard e da porta de fase de 2 qubits,
tornando poss´ıvel a implementac¸a˜o da porta CNOT. A porta CNOT e´ equivalente a aplicac¸a˜o
sucessiva de: uma porta de Hadamard no qubit alvo, uma porta de fase de 2 qubits e ainda
outra Hadamard no qubit alvo. Por exemplo, considere a sequ¨eˆncia
|1, 0〉 H→ |1〉(|0〉+ |1〉)√
2
=
1√
2
(|1, 0〉+ |1, 1〉)→
fase→ 1√
2
(|1, 0〉 − |1, 1〉)→
H→ 1√
2
(
|1〉(|0〉+ |1〉)√
2
− |1〉(|0〉 − |1〉)√
2
)
= |1, 1〉, (3.19)
que e´ exatamente a ac¸a˜o da porta controlled-NOT em |1, 0〉. E´ facil verificar que essa decom-
posic¸a˜o da controlled-NOT numa sequeˆncia de portas de Hadamard e de fase vale para os outros
estados da base computacional, ou seja, para |0, 0〉, |0, 1〉 e |1, 1〉. Essa decomposic¸a˜o e´ bastante
u´til pois, em nosso sistema, as portas de Hadamard e de fase puderam ser obtidas diretamente
da evoluc¸a˜o temporal de um estado inicial apropriado do sistema numa situac¸a˜o em que os
regimes de ressoˆnancias e bandas laterais sa˜o escolhidos de maneira conveniente.
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Consideramos tambe´m a interac¸a˜o do ı´on na cavidade com um campo externo cla´ssico de
um laser resultando no Hamiltoniano (2.2). Vamos supor o centro da armadilha localizado
no antinodo do campo da cavidade, o que e´ feito fixando φ = −pi/2 na Eq. (2.4). Para um
“duplo” regime de Lamb-Dicke em que ηL  1 e ηc  1, podemos escrever exp
[
i ηL(aˆ
† + aˆ)
] ≈
1+ i ηL(aˆ
†+ aˆ) e sin ηc(aˆ†+ aˆ) ≈ ηc (aˆ†+ aˆ), o que nos leva a obter na representac¸a˜o de interac¸a˜o
a seguinte expressa˜o para o Hamiltoniano:
Hˆi = ~Ω
[
σˆ+e
−iθ exp( iδaLt) + h.c.
]
+i ηL ~Ω
[
σˆ+e
−iθ aˆ exp{i(δaL − ν)t} − h.c.
]
+i ηL ~Ω
[
σˆ+e
−iθ aˆ† exp{i(δaL + ν)t} − h.c.
]
+ηc ~ g
[
σˆ+aˆ
†bˆ† exp{i(δac + ν + 2ωc)t}+ h.c.
]
+ηc ~ g
[
σˆ+aˆ bˆ
† exp{i(δac − ν + 2ωc)t}+ h.c.
]
+ηc ~ g
[
σˆ+aˆ bˆ exp{i(δac − ν)t}+ h.c.
]
+ηc ~ g
[
σˆ+aˆ
†bˆ exp{i(δac + ν)t}+ h.c.
]
, (3.20)
em que δaL = ωa − ωL e δac = ωa − ωc. No sistema considerado, podemos implementar a porta
de Hadamard por meio da evoluc¸a˜o descrita pelo Hamiltoniano
HˆδaL=0 = ~Ω [σˆ+e
−iθ + σˆ−eiθ], (3.21)
o qual e´ obtido tomando δaL = 0 em (3.20), e efetuando uma aproximac¸a˜o de onda girante. O
operador de evoluc¸a˜o temporal para esse Hamiltoniano, na base atoˆmica {|e〉, |g〉} e´ dado
UˆδaL=0(t) = cos(Ωt) |e〉〈e|+ cos(Ωt) |g〉〈g| − ie−iθ sin(Ωt) |g〉〈e| − ieiθ sin(Ωt) |e〉〈g|
= cos(Ωt) Iˆa − i sin(Ωt)(e−iθ|g〉〈e|+ eiθ|e〉〈g|). (3.22)
no qual Iˆa = |e〉〈e|+ |g〉〈g|. Aplicando esse operador de evoluc¸a˜o aos estados |g〉 e |e〉 obtemos,
respectivamente, os estados
UˆδaL=0(t)|g〉 = cos(Ωt) |g〉 − i e iθ sin(Ωt) |e〉 (3.23)
UˆδaL=0(t)|g〉 = cos(Ωt) |e〉 − i e−iθ sin(Ωt) |g〉 (3.24)
que para Ωt = pi/4 (pulso pi/2) e θ = pi/2 fixos obte´m-se como resultado a aplicac¸a˜o da porta
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de Hadamard:
UˆδaL=0 |g〉 =
1√
2
(|g〉+ |e〉)
UˆδaL=0 |e〉 =
1√
2
(|g〉 − |e〉).
Para implantarmos a porta de fase (1.49) e´ necessa´rio o Hamiltoniano de interac¸a˜o
Hˆδac=−ν = ηc ~g [σˆ+aˆ†bˆ+ σˆ−aˆ bˆ†], (3.25)
obtido ao fixarmos δac = ωa − ωc = −ν e realizando uma outra aproximac¸a˜o de onda girante.
A evoluc¸a˜o temporal com o Hamiltoniano (3.25) e´ ideˆntica a`quela mostrada na obtenc¸a˜o
da base de Bell (3.15), bastando apenas fixar Θ = 0 ou pi/2 nos casos em que o a´tomo esta´
preparado inicialmente nos estados excitado |e〉 ou fundamental |g〉, respectivamente. A apli-
cac¸a˜o de um pulso 2pi (ηc gt = pi) nos estados {|0〉v, |1〉v}⊗{|e〉, |g〉}⊗{|0〉c} realiza as seguintes
transformac¸o˜es:
[|0〉v|g〉] |0〉c −→ [|0〉v|g〉] |0〉c,
[|0〉v|e〉] |0〉c −→ [|0〉v|e〉] |0〉c,
[|1〉v|g〉] |0〉c −→ [|1〉v|g〉] |0〉c,
[|1〉v|e〉] |0〉c −→−[|1〉v|e〉] |0〉c, (3.26)
que reflete justamente a ac¸a˜o da porta de fase (1.49). Ao se completar a operac¸a˜o (i.e., apo´s
um pulso 2pi), o campo da cavidade permanece no estado de va´cuo e e´ deixado pronto para
novas operac¸o˜es, como vemos em (3.26). O sistema descrito pelo Hamiltoniano (3.20) torna
poss´ıvel a implementac¸a˜o de uma porta de Hadamard e de uma porta de fase simplesmente pela
sintonia independente dos n´ıveis atoˆmicos relativamente aos campos do laser e da cavidade. Se
δaL = ωa = ωL = 0 em (3.20) (apo´s aplicac¸a˜o da aproximac¸a˜o de onda girante), no´s terminamos
com o Hamiltoniano necessa´rio para a implementac¸a˜o de uma porta de Hadamard. Por outro
lado, se δac = ωa−ωc = −ν, o Hamiltoniano obtido sera´ precisamente aquele necessa´rio para a
operac¸a˜o da porta de fase de 2 qubits (3.25). Uma vez que e´ necessa´ria uma aplicac¸a˜o sequencial
de uma porta de Hadamard, uma porta de fase e outra porta de Hadamard novamente para se
ter uma porta controlled-NOT, precisamos enta˜o de uma ra´pida mudanc¸a no Hamiltoniano de
interac¸a˜o (3.21) para o Hamiltoniano (3.25) e de volta para o Hamiltoniano (3.21). Isso pode
ser realizado pela aplicac¸a˜o de campos ele´tricos esta´ticos (via efeito Stark, por exemplo) para
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sintonizar os n´ıveis atoˆmicos de energia com os campos do laser e da cavidade.
Uma questa˜o importante que naturalmente surge e´ o efeito da decoereˆncia na operac¸a˜o
da porta. Aqui temos fontes de decoereˆncia provenientes do movimento do ı´on aprisionado
(aquecimento) e tambe´m do campo da cavidade . Essas fontes ira˜o afetar a evoluc¸a˜o unita´ria
necessa´ria para a realizac¸a˜o das operac¸o˜es lo´gicas quaˆnticas. Nos experimentos realizados ate´
o presente momento usando um ı´on aprisionado inserido numa cavidade [10, 22], os campos
esta˜o no regime o´ptico e as cavidades o´pticas dispon´ıveis atualmente [54] teˆm um tempo de
decaimento τc ≈ 1.0µs. No caso do grupo de Innsbruck esse valor chega a τc ≈ 8.0µs [57]. Em
nossa proposta, levaria τHad = pi/4Ω para realizar uma porta de Hadamard e τph = pi/ ηc g para
realizar uma porta de fase. Utilizando novamente ηc ≈ 0.2 e Ω = g ≈ 2pi×105MHz, estimamos
que um tempo mı´nimo de τopt ≈ 5µs e´ necessa´rio para o procedimento dos treˆs passos no caso
o´ptico, o que esta´ muito pro´ximo do tempo de decaimento da cavidade. Uma tentativa seria
o uso de cavidades no regime de microondas onde o tempo de vida do fo´ton e´ muito maior,
τc ≈ 0.2 s [10]. Entretanto, experimentos similares pelo que conhecemos na literatura na˜o foram
ainda realizados no domı´nio de microondas. Parece enta˜o que avanc¸os na tecnologia presente
sa˜o necessa´rios para a implementac¸a˜o do esquema descrito nesta sec¸a˜o.
Novamente existem muitos outros esquemas de implementac¸a˜o de portas lo´gicas usando
ı´ons aprisionados. A proposta pioneira foi a de Cirac e Zoller [15] que utiliza ı´ons de treˆs n´ıveis
interagindo com campo eletromagne´tico de um laser descrito classicamente. Recentemente,
foram divulgadas algumas propostas envolvendo ı´ons e cavidades mas ainda utilizando ou n´ıveis
eletroˆnicos extras ou outros regimes bem diferentes do apresentado aqui [23,24].
E´ importante ressaltar em nossa proposta que o qubit auxiliar (campo da cavidade) per-
maneceu basicamente no estado de va´cuo, o que reforc¸a a robusteˆs de nosso esquema contra
dissipac¸a˜o na cavidade. O uso de fo´tons nesse esquema pode vir a ser u´til na transmissa˜o de
informac¸a˜o a pontos distantes do espac¸o, mais especificadamente entre cavidades. Outra van-
tagem em nosso esquema e´ que o controle e´ feito de maneira relativamente simples atrave´s da
aplicac¸a˜o de pulsos sucessivos numa sequeˆncia de treˆs passos.
Na pro´xima sec¸a˜o sera´ discutido o papel da localizac¸a˜o relativa do ı´on aprisionado em
interac¸a˜o com o campo eletromagne´tico quantizado e alguns tempos caracter´ısticos do sistema
sa˜o apresentados em conformidade com os padro˜es de revival e colapso na inversa˜o atoˆmica.
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3.3 Dinaˆmica Dependente da Intensidade do Movimento
Ioˆnico
Nesta sec¸a˜o, continuamos explorando as consequ¨eˆncias de se ter um ı´on aprisionado em in-
terac¸a˜o com o campo eletromagne´tico quantizado. E´ mostrado, que sob certas condic¸o˜es, a na-
tureza quaˆntica do campo e´ capaz de induzir efeitos dependentes da intensidade na dinaˆmica do
ı´on aprisionado, algo de certa forma ana´logo aos modelos dependentes da intensidade presentes
na eletrodinaˆmica quaˆntica em cavidades [25, 26]. Contudo, nesses modelos a dependeˆncia da
constante de acoplamento com algum tipo de intensidade e´ introduzida fenomenologicamente,
enquanto que no caso apresentado nesta sec¸a˜o, e´ poss´ıvel uma deduc¸a˜o dessa dependeˆncia por
primeiros princ´ıpios, ou seja, num formalismo Hamiltoniano.
Consideramos novamente um u´nico ı´on aprisionado numa armadilha de Paul, inserido no
interior de uma cavidade o´ptica de alta finesse e contendo um u´nico modo do campo eletro-
magne´tico quantizado. O movimento vibracional e´ acoplado ao campo bem como aos graus
internos de liberdade de tal modo que o Hamiltoniano do sistema, para φ = 0 na Eq.(2.4), pode
ser escrito como
Hˆ = ~ν aˆ†aˆ+ ~ωc bˆ†bˆ+ ~
ωa
2
σˆz + ~g (σˆ+ + σˆ−)(bˆ† + bˆ) cos[ηc (aˆ† + aˆ)]. (3.27)
Consideramos o laser desligado (Ω = 0) pois na˜o e´ necessa´rio a manipulac¸a˜o externa do
estado do sistema na obtenc¸a˜o dos resultados apresentados nessa sec¸a˜o. E´ importante ressaltar
que o caso φ = 0 corresponde a configurac¸a˜o em que o centro da armadilha (o mı´nimo do
potencial harmoˆnico) coincide com o antinodo do modo do campo eletromagne´tico da cavidade,
diferentemente do considerado nas sec¸o˜es anteriores (φ = −pi/2) que corresponde ao centro da
armadilha no antinodo do campo da cavidade.
No regime de Lamb-Dicke ηc  1 (o ı´on confinado numa regia˜o muito menor que o compri-
mento de onda do campo da cavidade), podemos aproximar
cos[ηc(aˆ
† + aˆ)] ≈ 1− η
2
c (1 + 2aˆ
†aˆ)
2
− η
2
c (aˆ
†2 + aˆ2)
2
. (3.28)
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A parte de interac¸a˜o do Hamiltoniano (3.27) passa enta˜o a ser escrita como:
Hˆi = ~g
[
1− η
2
c (1 + 2aˆ
†aˆ)
2
− η
2
c (aˆ
†2 + aˆ2)
2
]
(σˆ+ + σˆ−)(bˆ† + bˆ). (3.29)
No´s podemos escrever o Hamiltoniano acima na representac¸a˜o de interaca˜o para enta˜o aplicar
a aproximac¸a˜o de onda girante. Sintonizando o campo de modo tal que fique em ressonaˆncia
com a transic¸a˜o atoˆmica, ωa − ωc = 0, podemos eliminar os termos rapidamente oscilantes e
obter o seguinte Hamiltoniano de interac¸a˜o:
HˆIi = ~g
[
1− η
2
c (1 + 2aˆ
†aˆ)
2
]
(σˆ−bˆ† + σˆ+bˆ). (3.30)
O Hamiltoniano resultante e´ semelhante ao Hamiltoniano Jaynes-Cummings (1.27) e descreve
a aniquilac¸a˜o de um fo´ton e a simultaˆnea excitac¸a˜o atoˆmica (bˆ† e bˆ sa˜o operadores do campo),
mas tendo uma constante de acoplamento efetiva que depende do nu´mero de excitac¸a˜o (aˆ†aˆ) do
oscilador ioˆnico. Mostraremos que isso trara´ consequ¨eˆncias interessantes a` dinaˆmica das popu-
lac¸o˜es dos n´ıveis internos (eletroˆnicos) de energia como, por exemplo, os fenoˆmenos do super
revival e periodicidade. Ressaltamos ainda que retemos termos da ordem de η2c na expansa˜o
do cosseno (3.28) que sa˜o na verdade muito menores que um. O motivo e´ que η2c 〈aˆ†aˆ〉 na˜o e´
desprez´ıvel para um nu´mero de excitac¸a˜o suficientemente grande, e portanto, a estat´ıstica do
movimento harmoˆnico massivo passa a ter considera´vel importaˆncia na dinaˆmica atoˆmica, como
veremos mais claramente a seguir. Entretanto, e´ importante ressaltar que o valor de 〈aˆ†aˆ〉 na˜o
pode ser arbitrariamente grande, caso contra´rio, somente poderemos truncar a expansa˜o em
se´rie de cos[ηc (aˆ
† + aˆ)] em ordem superior a η2c .
O operador de evoluc¸a˜o associado ao Hamiltoniano (3.30) pode ser escrito como
Uˆ(t) = Cˆm,n+1 |e〉〈e|+ Cˆm,n |g〉〈g| − i Sˆm,n+1bˆ |e〉〈g| − i Sˆm,n+1bˆ† |g〉〈e|, (3.31)
com
Cˆm,n+1 = cos
(
g
[
1− η2c (1 + 2mˆ)/2
]√
(nˆ+ 1) t
)
, (3.32)
Cˆm,n = cos
(
g
[
1− η2c (1 + 2mˆ)/2
]√
nˆ t
)
, (3.33)
e
Sˆm,n+1 =
sin
(
g [1− η2c (1 + 2mˆ)/2]
√
(nˆ+ 1) t
)
√
(nˆ+ 1)
, (3.34)
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no qual usamos a notac¸a˜o mˆ = aˆ†aˆ e nˆ = bˆ†bˆ. Consideramos agora o seguinte estado (produto)
inicial
ρˆ(0) = |e〉〈e| ⊗ ρˆc(0)⊗ ρˆv(0), (3.35)
ou seja, o n´ıvel interno de energia (eletroˆnico) preparado no estado excitado |e〉〈e|, o campo
preparado num estado gene´rico ρˆc(0), e o movimento vibracional do movimento do centro de
massa do ı´on preparado tambe´m num estado gene´rico ρˆv(0). Sua evoluc¸a˜o temporal, governada
pelo operador de evoluc¸a˜o (3.31) resulta, num tempo t, no seguinte estado conjunto do sistema:
ρˆ(t) = Cˆm,n+1 ρˆc(0)ρˆv(0) Cˆm,n+1 |e〉〈e|+ bˆ†Sˆm,n+1 ρˆc(0)ρˆv(0) Sˆm,n+1bˆ |g〉〈g|
+i Cˆm,n+1 ρˆc(0)ρˆv(0) Sˆm,n+1 bˆ |e〉〈g| − i bˆ†Sˆm,n+1 ρˆc(0)ρˆv(0) Cˆm,n+1 |g〉〈e|, (3.36)
em que os operadores Cˆ e Sˆ sa˜o aqueles (3.32), (3.33) e (3.34). O estado resultante em (3.36) e´,
em geral, um estado emaranhado envolvendo os graus de liberdade internos do ı´on, o movimento
vibracional e o campo da cavidade.
A dinaˆmica dos n´ıveis internos do ı´on dependera˜o das distribuic¸o˜es iniciais da excitac¸a˜o
tanto do campo da cavidade quanto do movimento vibracional do centro de massa, dadas por
〈n|ρˆc(0)|n〉 = ρcn,n(0) e 〈m|ρˆv(0)|m〉 = ρvm,m(0), respectivamente. Por exemplo, a inversa˜o de
populac¸a˜o atoˆmica sera´:
W (t) = Tr [σˆzρˆ(t)] =
∞∑
m=0
∞∑
n=0
ρcn,n(0)ρ
v
m,m(0) cos
[
2g
(
1− η2c (1 + 2m)/2
)√
n+ 1 t
]
. (3.37)
Deve ser ressaltado que para o caso de n fixo, isto e´, a cavidade num estado de nu´mero |n〉c, a
inversa˜o W(t) apresenta um comportamento perio´dico conforme mostrado na Fig. 3.1, e´ dado
por
W (t) =
∞∑
m=0
ρvm,m(0) cos
[
2g
(
1− η2c (1 + 2m)/2
)√
n+ 1 t
]
=
∞∑
m=0
ρvm,m(0) cos [(A+mB)gt]
=
∞∑
m=0
cm cos [mBgt] + dn sin [mBgt] , (3.38)
com A = 2(1 − η2c/2)
√
n+ 1, B = −2η2c
√
n+ 1, cm = ρ
v
m,m(0) cosA e dm = ρ
v
m,m(0) sinA. A
Eq. (3.38) e´ exatamente uma se´rie de Fourier de uma func¸a˜o perio´dica, Fig. 3.1. Por outro
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lado, se o movimento vibracional do ı´on esta´ num estado de nu´mero |m〉v, a inversa˜o W(t) e´
exatamente aquela do modelo Jaynes-Cummings com uma constante de acoplamento dada por
g[−η2c (1 + 2m)/2]
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Figura 3.1: Inversa˜o de populac¸a˜o W em func¸a˜o da varia´vel adimensional gt para tempos longos.
Inicialmente o campo e´ preparado no estado de nu´mero |0 >c (estado de va´cuo). O paraˆmetro
de Lamb-Dicke utilizado foi ηc = 0.05. O movimento do centro de massa esta´ inicialmente
preparado no estado coerente |2 >v.
Outro caso interessante ocorre quando o campo e o oscilador massivo sa˜o preparados nos
estados coerentes |αc〉 e |αv〉, respectivamente. Nesse caso podemos estimar alguns tempos
caracter´ısticos da dinaˆmica da inversa˜o atoˆmica (3.37) que sa˜o os tempos de revival e de colapso.
Os tempos sa˜o obtidos reconhecendo que as somas em (3.37) podem ser agrupadas de duas
maneiras:
W (t) =
∞∑
m=0
ρvm,m(0)
∞∑
n=0
ρcn,n(0) cos(2Ωm,nt) =
∞∑
n=0
ρcn,n(0)
∞∑
m=0
ρvm,m(0) cos(2Ωm,nt), (3.39)
em que
Ωm,n = g
(
1− η2c (1 + 2m)/2
)√
n+ 1. (3.40)
Com isso e´ poss´ıvel estimar dois tempos de revival que marcam o instante em que os termos
vizinhos em (3.39) diferem por um mu´ltiplo inteiro de 2pi, ou seja,
2(Ωm¯,n¯ − Ωm¯,n¯−1)t1r = 2kpi, (k = 1, 2, ...) (3.41)
e tambe´m
2(Ωm¯,n¯ − Ωm¯−1,n¯)t2r = 2kpi, (k = 1, 2, ...). (3.42)
No limite de grandes nu´meros me´dios (
√
n¯+ 1−√n¯) ≈ 1/(2√n¯) e para distribuic¸o˜es com um
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u´nico ma´ximo, que e´ o caso do estado coerente, temos
gt1r =
2kpi
√
n¯[
1− η
2
c (1 + 2m¯)
2
] , (3.43)
e
gt2r =
kpi
η2c
√
n¯+ 1
. (3.44)
Podemos obter uma estimativa dos tempos de colapso de forma ana´loga,
(Ωm¯,n¯+
√
n¯ − Ωm¯,n¯−√n¯)t1c ≈ 1 (3.45)
e tambe´m
(Ωm¯+
√
m¯,n¯ − Ωm¯−√m¯,n¯)t2c ≈ 1. (3.46)
Esses tempos sa˜o dados explicitamente por
gt1c ∼
1(
1− η
2
c (1 + 2m¯)
2
) , (3.47)
e
gt2c ∼
1
η2c
√
m¯(n¯+ 1)
. (3.48)
No caso em que o estado inicial do campo e do oscilador sa˜o estados coerentes, a somato´ria
em m na expressa˜o (3.37) pode ser efetuada e o resultado e´ dado por
W (t) =
∞∑
n=0
ρcn,n(0)wn(t), (3.49)
na qual
wn(t) = exp
{
−m¯
[
1− cos
(
2 η2c
√
n+ 1 gt
)]}
× cos
[
2
(
1− η
2
c
2
)√
n+ 1 gt− m¯ sin
(
2 η2c
√
n+ 1 gt
)]
(3.50)
e m¯ e´ o nu´mero me´dio de excitac¸a˜o do movimento vibracional num estado coerente.
No que segue, e´ apresentado o comportamento de W (t) para diferentes preparac¸o˜es do es-
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tado inicial do sistema. Em todos os casos apresentados o campo e o estado vibracional do
ı´on foram inicialmente preparados no estado coerente |αc〉 e |αv〉, respectivamente, e o estado
eletroˆnico do a´tomo no estado excitado |e〉. Todos os comportamentos apresentados a seguir
podem ser compreendidos como uma competic¸a˜o entre as diferentes frequeˆncias envolvidas o
que se traduz nos tempos caracter´ısticos apresentados anteriormente. Sa˜o as ordens de mag-
nitude desses tempos que va˜o determinar o padra˜o ou a forma da curva W(t). Na Fig. 3.2,
o comportamento a tempos curtos apresenta o fenoˆmeno de colapso e revival e um amorteci-
mento das oscilac¸o˜es de Rabi que e´ bastante sens´ıvel ao valor do paraˆmetro de Lamb-Dicke ηc,
de modo que quanto maior seu valor, maior o amortecimento. Esse amortecimento dependente
0 20 40 60 80 100-1.0
-0.5
0.0
0.5
1.0
gt
W
0 20 40 60 80 100-1.0
-0.5
0.0
0.5
1.0
gt
W
Figura 3.2: Inversa˜o de populac¸a˜o W em func¸a˜o da varia´vel adimensional gt. Inicialmente foi
tomado αc = 5 e αv = 2. O paraˆmetro de Lamb-Dicke utilizado foi ηc = 0.02 em (a) e ηc = 0.04
em (b).
de ηc e´ compreendido analisando o tempo de colapso gt
2
c na Eq.(3.48) que depende do inverso do
quadrado do paraˆmetro de Lamb-Dicke, mostrando que quanto maior o valor desse paraˆmetro
mais ra´pido as oscilac¸o˜es sa˜o atenuadas. A presenc¸a desse colapso a tempos longos levanta a
hipo´tese da existeˆncia de um revival dessas oscilac¸o˜es. De fato, para a mesma preparac¸a˜o inicial
dos gra´ficos apresentados na Fig. 3.2 temos a tempos longos o aparecimento do fenoˆmeno do
super revival, Fig. 3.3. O tempo de super revival e´ dado pela Eq.(3.44) e diminui com o aumento
de ηc.
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Figura 3.3: Inversa˜o de populac¸a˜o W em funca˜o da varia´vel adimensional gt para tempos longos.
Inicialmente fixamos αc = 5 e αv = 2. O paraˆmetro de Lamb-Dicke usado foi ηc = 0.02 em (a)
e ηc = 0.04 em (b).
Diferentes magnitudes dos estados coerentes iniciais gerara˜o diferentes padro˜es de revivals.
No caso em que o nu´mero me´dio de fo´nons se iguala ao nu´mero me´dio de fo´tons Fig. 3.4, a in-
versa˜o de populac¸a˜o apresenta uma se´rie de batimentos devido ao interfereˆncias das frequ¨eˆncias
de revival dadas pelas Eqs.(3.43) e (3.44).
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Figura 3.4: Inversa˜o de populac¸a˜o atoˆmica W em func¸a˜o da varia´vel adimensional gt. Inicial-
mente foi tomado αc = 4 e αv = 4. O paraˆmetro de Lamb-Dicke usado foi ηc = 0.05.
Desses resultados, fica claro que, na expansa˜o (3.28), quando o centro da armadilha e´ posi-
cionado no antinodo (φ = 0) do campo da cavidade, a inclusa˜o de termos em η2c e´ necessa´ria
para a correta descric¸a˜o da dinaˆmica do sistema na condic¸o˜e ı´on-campo em ressonaˆncia. Esses
termos de segunda ordem juntamente com as estat´ısticas do campo e do movimento vibracional
sa˜o responsa´veis pelos diferentes padro˜es de revival e colapso que da˜o origem a periodicidades
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(Fig. 3.1) e a super revivals (Fig. 3.3). Contudo, se o paraˆmetro de Lamb-Dicke ηc e o nu´mero
me´dio de excitac¸a˜o m¯ forem muito grandes, tal que o produto η4c m¯
2 se torna da ordem de η2c m¯
ou maior, a expansa˜o (3.28) devera´ obrigatoriamente conter termos de ordem superior a η2c para
a correta descric¸a˜o da evoluc¸a˜o temporal do sistema.
Por fim deve ser ressaltado que os mecanismos de decoereˆncia atuam negativamente na
observac¸a˜o desses fenoˆmenos e sabemos que, em geral, eles causam um amortecimento nas
oscilac¸o˜es que sera˜o mais ou menos acentuados dependendo da qualidade da cavidade e do
controle dos outros canais de decoereˆncia ioˆnicos. Apesar disso, alguns fenoˆmenos descritos
nessa sec¸a˜o ocorrem em tempos curtos e sua obtenc¸a˜o experimental parece ser poss´ıvel com os
recursos experimentais atuais.
Concluso˜es
Apresentamos nesta dissertac¸a˜o os principais resultados obtidos em nossos estudos sobre a
interac¸a˜o de ı´ons aprisionados com campos cla´ssicos e quantizados. Mostramos que e´ poss´ıvel
gerar toda a base de Bell com uma preparac¸a˜o apropriada do estado inicial do sistema seguida
por uma medida de fluoresceˆncia que projete o estado do sistema num estado emaranhado envol-
vendo o movimento vibracional do ı´on aprisionado e o campo da cavidade [3]. Essa preparac¸a˜o
inicial consiste basicamente em resfriar o ı´on a seu estado fundamental ou no primeiro estado
excitado, preparar uma superposic¸a˜o atoˆmica dos n´ıveis eletroˆnicos de energia (algo feito com
pulsos de laser externo) e por fim, a preparac¸a˜o de uma cavidade no estado de va´cuo. Foi
tambe´m mostrado como os ajustes de dessintonia geram va´rios Hamiltonianos de interac¸a˜o, em
particular, destacamos o caso em que o Hamiltoniano envolve um acoplamento dependente da
intensidade do movimento do ı´on.
O uso de um laser externo na manipulac¸a˜o do sistema ı´on-cavidade permitiu a implemen-
tac¸a˜o da porta controlled-NOT [4] nesse sistema. O controle via laser externo foi fundamental
na operac¸a˜o do sistema f´ısico em tempos espec´ıficos para a evoluc¸a˜o temporal necessa´ria a`
gerac¸a˜o da porta. Nossa proposta utiliza a decomposic¸a˜o da controlled-NOT numa aplicac¸a˜o
sequencial de portas de Hadamard e de fase, portas essas obtidas pelo ajuste das dessintonias
ı´on-campo num duplo regime de Lamb-Dicke no qual o ı´on se move numa regia˜o do espac¸o
muito menor que o comprimento de onda do campo da cavidade e do laser externo. A mudanc¸a
de dessintonia para a implementac¸a˜o das portas pode ser obtida, por exemplo, pela aplicac¸a˜o
de campos ele´tricos esta´ticos (efeito Stark).
Uma importante caracter´ıstica que diferencia nosso tratamento de uma CNOT dos demais
envolvendo ı´ons aprisionados e´ que o qubit auxiliar (normalmente um terceiro n´ıvel) utilizado em
nosso esquema e´ o pro´prio estado do campo quantizado. Esse fato pode, em futuros esquemas,
propiciar a construc¸a˜o de redes quaˆnticas de informac¸a˜o, onde o fo´ton da cavidade pode ser
utilizado no envio de informac¸a˜o de um lugar a outro do espac¸o, ou mais precisamente, entre
52
CAPI´TULO 3. DINAˆMICA E MANIPULAC¸A˜O COERENTE DE ESTADOS
QUAˆNTICOS 53
duas cavidades, por exemplo, via guias de onda.
Tambe´m exploramos a influeˆncia da quantizac¸a˜o do campo eletromagne´tico na interac¸a˜o
com um ı´on aprisionado. Um resultado interessante ocorre no caso ressonante com a inclusa˜o
de termos de segunda ordem em ηc combinado com o posicionamento do centro da armadilha
de maneira conveniente, isto e´, no nodo do campo da cavidade. Nessa situac¸a˜o, foi poss´ıvel a
obtenc¸a˜o de um Hamiltoniano dependente da intensidade do movimento vibracional, ou seja, do
nu´mero me´dio de fo´nons aˆ†aˆ. Em virtude da inclusa˜o de termos de segunda ordem ηc, obtivemos
uma grande variedade de comportamentos fortemente dependentes do valor ηc e da preparac¸a˜o
do estado inicial do sistema. Esses comportamentos diversos podem ser entendidos como uma
competic¸a˜o de dois tipos de revivals e colapsos. Em particular, analisamos a sensibilidade dos
padro˜es de revivals para diferentes estados iniciais e para diferentes valores de ηc. Quando o
estado inicial do campo e´ um estado de nu´mero verificamos que a dinaˆmica se torna perio´dica,
guardando muita semelhanc¸a aos resultados obtidos no modelo Jaynes-Cummings dependente
da intensidade [25], tendo pore´m, a vantagem de que em nosso tratamento, ao contra´rio de [25],
o Hamiltoniano e´ deduzido por primeiros princ´ıpios e na˜o introduzido fenomenologicamente.
Esse estudo inicial nos permitiu entender melhor a interac¸a˜o da radiac¸a˜o com a mate´ria
e alguns resultados interessantes foram obtidos. Contudo, ainda muitas perguntas esta˜o em
aberto e alguns problemas interessantes que sa˜o a continuac¸a˜o natural desse trabalho merecem
ser estudados. Um deles e´ o encadeamento de va´rias cavidades contendo ı´ons aprisionados con-
truindo assim a rede quaˆntica de informac¸a˜o ja´ citada. Com essa rede, seria interessante buscar
a implementac¸a˜o de protocolos de criptografia e tambe´m a implementac¸a˜o do problema funda-
mental de teleportac¸a˜o de estados. Ainda no campo da informac¸a˜o quaˆntica, seria interessante
buscar nesse sistema estados robustos a` perda de coereˆncia, os chamados estados ponteiro [60]
e construir a partir deles, uma base para a manipulac¸a˜o de informac¸a˜o, em especial, tentar
utiliza´-los como qubits num registrador.
O maior problema na implementac¸a˜o experimental desse sistema parece ser as cavidades.
Os progressos no acoplamento do ı´on com o campo quantizado teˆm sido realizados no aˆmbito
das cavidades o´pticas. Essas cavidades possuem atualmente um tempo de decaimento do fo´-
ton em torno de 1µs, o que e´ ainda pouco para o processamento de informac¸a˜o quaˆntica de
alta fidelidade. Contudo, esses progressos ja´ indicam a possibilidade de manipulac¸a˜o coerente
desse sistema e alguns dos resultados apresentados nessa dissertac¸a˜o parecem fact´ıveis com as
possibilidades experimentais atuais.
Apeˆndice A
O Hamiltoniano da Interac¸a˜o I´on-Laser
A interac¸a˜o de um ı´on aprisionado com um laser e´ um problema complicado mas que em
geral pode ser modelado simplificadamente como a interac¸a˜o de um sistema de dois n´ıveis com
um oscilador harmoˆnico simples. Os dois n´ıveis correspondem a dois estados eletroˆnicos do ı´on
que e´ forc¸ado a se mover numa regia˜o restrita do espac¸o por meio do uso de uma armadilha
eletromagne´tica como, por exemplo, uma armadilha de Paul explicada na sec¸a˜o 1.2. Uma vez
que o ı´on pode ter sua energia cine´tica reduzida ate´ valores muito baixos, o seu movimento neste
caso deve ser tratado como o de um oscilador harmoˆnico quaˆntico. O acoplamento dos n´ıveis
eletroˆnicos com os graus de liberdade vibracionais e´ realizado com a aplicac¸a˜o de uma laser.
Tal acoplamento e´ poss´ıvel pelo fato de que a absorc¸a˜o e emissa˜o de fo´tons sa˜o acompanhadas
por um recuo do ı´on. Neste apeˆndice, apresentamos a deduc¸a˜o do Hamiltoniano desse sistema
e tambe´m o tratamento do caso em que o laser e´ substituindo pelo campo eletromagne´tico
quantizado contido em uma cavidade o´ptica de alta finesse.
A Hamiltoniana cla´ssica livre para um ı´on de massa m preso num potencial harmoˆnico
unidimensional e´ dada por
Hvib =
p2
2m
+
mν2x2
2
(A.1)
na qual ν e´ a frequeˆncia angular do movimento vibracional, x e´ o deslocamento do ı´on com
relac¸a˜o a posic¸a˜o de equil´ıbrio (tomada como sendo a origem) e p corresponde ao momento
conjugado a coordenada x. O movimento do ı´on pode ser quantizado introduzindo os operadores
xˆ e pˆ com a relac¸a˜o de comutac¸a˜o canoˆnica [xˆ, pˆ] = i~. E´ conveniente escrever estes operadores
como combinac¸o˜es lineares de outros dois operadores aˆ† e aˆ que podem ser interpretados como
operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de excitac¸o˜es no oscilador harmoˆnico quaˆntico [18]. Essas
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combinac¸o˜es lineares sa˜o dadas por
xˆ =
√
~
2mν
(aˆ† + aˆ) (A.2)
pˆ =
√
~mν
2
(aˆ† − aˆ). (A.3)
Com o uso da relac¸a˜o de comutac¸a˜o entre xˆ e pˆ pode-se mostrar que esses novos operadores
satisfazem [aˆ, aˆ†] = 1. O Hamiltoniano livre do oscilador pode enta˜o ser escrito como
Hˆvib = ~ν(aˆ†aˆ+ 1/2) (A.4)
cujos autoestados sa˜o os chamados estados de nu´mero (Fock) |n〉 que correspondem aos estados
com energia ~ν(n+ 1/2) e nu´mero de excitac¸a˜o n bem definidos. Os estados |n〉 formam uma
base e portanto qualquer estado do oscilador pode se escrito como uma combinac¸a˜o linear desses
autoestados de Hˆvib. Um caso importante e´ o chamado estado coerente |α〉 definido como o
autoestado do operador de aniquilac¸a˜o aˆ com autovalor α, ou seja, aˆ|α〉 = α|α〉, [18]. Esse
estado e´ expandido na base de Fock |n〉 como
|α〉 = e−|α|2/2
∞∑
n=0
αn√
n!
|n〉. (A.5)
Acabamos de tratar o grau de liberdade vibracional do ı´on que, como sabemos, possui
tambe´m uma estrutura interna eletroˆnica e isso se apresenta como um novo grau de liberdade.
Vamos considerar que o ı´on tem apenas dois n´ıveis internos denotados por |g〉 e |e〉 com energias
correspondentes a Eg e Ee respectivamente, sendo por definic¸a˜o Eg < Ee que leva a uma
frequeˆncia de transic¸a˜o eletroˆnica (atoˆmica) ωa = (Ee−Eg)/~. O Hamiltoniano livre associado
com os graus de liberdade internos e´ enta˜o dado por
Hˆint = Ee|e〉〈e|+ Eg|g〉〈g| = ~ω0
2
σˆz +
Ee + Eg
2
Iˆ (A.6)
no qual σˆz = |e〉〈e| − |g〉〈g| e Iˆ = |e〉〈e| + |g〉〈g|. Conhecidos os Hamiltonianos dos dois
subsistemas, podemos finalmente escrever o Hamiltoniano livre total do sistema composto
Hˆ0 = Hˆint + Hˆvib =
~ω0
2
σˆz + ~νaˆ†aˆ (A.7)
no qual descartamos os termos constantes pois eles representam apenas uma fase global na
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evoluc¸a˜o temporal.
Consideraremos agora a aplicac¸a˜o de um laser externo que aproximaremos como uma onda
propagante monocroma´tica seguindo os passos da refereˆncia [47]. Neste caso, o campo ele´trico
do laser e´ dado por
E(qˆ, t) = ˆE0 cos(k · qˆ − ωLt+ θ)
=
ˆE0
2
[
ei(k·qˆ−ωLt+θ) + e−i(k·qˆ−ωLt+θ)
]
, (A.8)
em que E0 e´ a amplitude real do campo ele´trico, ˆ e´ um vetor unita´rio de polarizac¸a˜o, ωL e´ a
frequ¨eˆncia do laser, k e´ o vetor de onda com k = ωL/c, c e´ a velocidade da luz, qˆ e´ o operador
de posic¸a˜o do centro de massa do ı´on e θ e´ um fator de fase.
O Hamiltoniano de interac¸a˜o assumindo um a´tomo com uma configurac¸a˜o eletroˆnica tipo
hidrogeˆnio, ou seja, com um u´nico ele´tron na camada de valeˆncia, pode ser expandido em
primeira ordem resultando no Hamiltoniano de interac¸a˜o na aproximac¸a˜o de dipolo dado por
Hˆ1 = −µˆ ·E(qˆ, t), (A.9)
no qual µˆ = erel e´ o operador de momento de dipolo ele´trico do a´tomo e rel e´ o operador
da posic¸a˜o relativa entre o ele´tron e o nu´cleo do ı´on. No intuito de simplificar a visualizac¸a˜o
do problema, tomaremos agora o caso unidimensional no qual o ı´on se move na direc¸a˜o x e
o laser tambe´m esta´ alinhado nesta direc¸a˜o. Neste caso, podemos escrever qˆ = (xˆ, 0, 0) com
xˆ =
√
~
2mν
(aˆ† + aˆ) e, usando a relac¸a˜o de fechamento Iˆ = |e〉〈e|+ |g〉〈g|, teremos
Hˆ1 = ~Ω(σˆ+ + σˆ−){ei[ηL(aˆ†+aˆ)−ωLt+θ] + e−i[ηL(aˆ†+aˆ)−ωLt+θ]}, (A.10)
em que ηL = 2pia0/λL e´ o chamado paraˆmetro de Lamb-Dicke sendo a0 =
√
~
2mν
que equivale
a largura do poc¸o harmoˆnico e Ω = −|〈e|µˆ|g〉|E0/2~ e´ a frequeˆncia de Rabi que fornece a
magnitude do acoplamento na interac¸a˜o entre o ı´on e o laser. O Hamiltoniano (A.10) pode ser
simplificado atrave´s de uma aproximac¸a˜o de onda girante em que descartamos termos oscilantes
com frequ¨eˆncia ωL + ωa (comparados a termos com frequ¨eˆncia ωL − ωa ) e o resultado e´ o
Hamiltoniano de interac¸a˜o
Hˆ1 = ~Ω (σˆ+ ei [ηL(aˆ
†+aˆ)−ωLt+θ] + σˆ− e−i [ηL(aˆ
†+aˆ)−ωLt+θ]). (A.11)
Quando o ı´on e´ inserido numa cavidade o´ptica de alta finesse contendo um modo do campo
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eletromagne´tico, e´ necessa´rio considerar o efeito do ı´on nas propriedades f´ısicas do campo
cuja dinaˆmica dependera´ do acoplamento entre esses dois subsistemas. Assim, para a correta
descric¸a˜o desse sistema, o campo deve ser tratado quanticamente e isso e´ realizado identificando
as varia´veis canonicamente conjugadas e impondo a relac¸a˜o de comutac¸a˜o apropriada [34, 35].
Nesse formalismo, o operador campo ele´trico e´ dado por
Eˆ(x) = ˆ E(bˆ+ bˆ†) cos(kx+ φ) (A.12)
em que ˆ e´ um vetor unita´rio de polarizac¸a˜o, E = (~ωc/20V ) sendo ωc a frequ¨eˆncia do modo do
campo, 0 a permissividade ele´trica do va´cuo, V o volume de quantizac¸a˜o e bˆ (bˆ
†) sa˜o operadores
bosoˆnicos do campo eletromagne´tico que satisfazem a relac¸a˜o de comutac¸a˜o
[bˆ, bˆ†] = 1. (A.13)
E´ tambe´m necessa´rio acrescentar no Hamiltoniano na˜o-perturbado do sistema (A.7) o termo
referente a energia do campo livre
Hˆc = ~ωc bˆ†bˆ. (A.14)
A interac¸a˜o e´ ainda dada pela Eq.(A.9), pore´m no lugar do campo cla´ssico E(xˆ, t) e´ necessa´rio
usar o operador observa´vel (A.12). Neste caso,
Hˆ
′
1 = ~ g(σˆ+ + σˆ−) (bˆ† + bˆ) cos[ηc(aˆ† + aˆ) + φ], (A.15)
no qual g = −|〈e|µˆE|g〉|/~ e ηc e´ o paraˆmetro de Lamb-Dicke relativo ao campo da cavidade.
Apeˆndice B
Ca´lculo de Operadores de Evoluc¸a˜o
Temporal
Ao longo desta dissertac¸a˜o foram utilizados va´rios Hamiltonianos distintos e, consequ¨ente-
mente, foi necessa´ria a realizac¸a˜o do ca´lculo de muitos operadores de evoluc¸a˜o temporal. Com
esse operador calculado, e´ poss´ıvel descrever a dinaˆmica do sistema para qualquer preparac¸a˜o
de seu estado inicial. Esse e´ o caso da computac¸a˜o quaˆntica em que se prepara um registrador
contendo n-qubits e e´ necessa´rio determinar seu estado de sa´ıda, uma vez conhecido o tipo de
interac¸a˜o f´ısica ou, equivalentemente, o tipo de porta lo´gica que atua neste registrador.
B.1 Representac¸a˜o de Interac¸a˜o
Uma abordagem u´til quando estamos interessados na evoluc¸a˜o temporal de um sistema
quaˆntico consiste em fixar toda a dependeˆncia temporal do vetor de estado (ou operador densi-
dade) na energia de interac¸a˜o. Isso e´ realizado atrave´s de uma transformac¸a˜o unita´ria do vetor
de estado na equac¸a˜o de Schro¨dinger e essa descric¸a˜o no novo espac¸o transformado recebe o
nome de representac¸a˜o de interac¸a˜o. Consideremos a equac¸a˜o de Schro¨dinger
∂
∂t
|ψ(t)〉 = − i
~
Hˆ|ψ(t)〉 (B.1)
na qual H e´ o Hamiltoniano total do sistema qua consiste de um termo H0 na˜o perturbado
(livre) mais um termo de interac¸a˜o H1. No modelo Jaynes-Cummings apresentado na sec¸a˜o 1.1
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temos
Hˆ0 = ~ωc bˆ†bˆ+
~ω0
2
σˆz (B.2)
e
Hˆ1 = ~ g(σˆ+ bˆ+ σˆ− bˆ†). (B.3)
Uma vez que a Eq.(B.1) e´ linear e homogeˆnia, segue que a evoluc¸a˜o temporal de um estado
inicial |ψ(0)〉 ate´ o estado |ψ(t)〉 deve ser realizada por meio de um operador unitario Uˆ(t)
chamado operador de evoluc¸a˜o temporal
|ψ(t)〉 = Uˆ(t)|ψ(0)〉 Uˆ(0) = I (B.4)
em que I e´ o operador identidade. Substituindo (B.4) em (B.1) obtemos a seguinte equac¸a˜o de
movimento para para o operador Uˆ
∂
∂t
Uˆ(t) = − i
~
HˆUˆ (B.5)
Na representac¸a˜o de interac¸a˜o definimos o vetor de estado |ψI(t)〉 por
|ψI(t)〉 ≡ Uˆ †0(t)|ψ(t)〉 (B.6)
na qual
Uˆ0(t) ≡ exp
(
− i
~
Hˆ0 t
)
. (B.7)
Com essa definic¸a˜o segue que
∂
∂t
|ψI(t)〉 = ∂
∂t
Uˆ †0(t)|ψ(t)〉+ Uˆ †0(t)
∂
∂t
|ψ(t), (B.8)
e assim, com o uso das Eqs.(B.1),(B.6) e (B.7) obtemos finalmente a equac¸a˜o que descreve a
evoluc¸a˜o temporal do vetor de estado nessa representac¸a˜o que e´ dada por
∂
∂t
|ψI(t)〉 = − i~ Vˆ(t)|ψI(t)〉, (B.9)
na qual
Vˆ(t) = Uˆ †0(t)Hˆ1Uˆ0(t), (B.10)
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e´ o operador Hamiltoniano na representac¸a˜o de interac¸a˜o. De fato, qualquer operador Oˆ na
representac¸a˜o de Schro¨dinger ira´ se transformar conforme
Oˆ(t) = Uˆ †0(t)OˆUˆ0(t). (B.11)
Isso pode ser visto atrave´s do ca´lculo do valor me´dio do operador Oˆ no estado |ψ(t)〉 que deve,
e´ claro, permanecer invariante numa mudanc¸a de representac¸a˜o. A soluc¸a˜o formal da Eq.(B.9)
e´ dada por
|ψI(t)〉 ≡ Uˆ1(t)|ψI(0)〉, (B.12)
na qual
Uˆ1(t) = 1− i~
∫ t
0
dt1Vˆ(t1) +
(
− i
~
)2 ∫ t
0
dt1
∫ t1
0
dt2Vˆ(t1)Vˆ(t2) + ... (B.13)
Em muitos casos interessantes, Vˆ independe do tempo t e enta˜o a Eq.(B.13) gera simplesmente
a expansa˜o em se´rie da func¸a˜o exponencial
Uˆ1(t) = 1 +
(−iVˆt/~)
1
+
(−iVˆt/~)2
2 · 1 +
(−iVˆt/~)3
3 · 2 · 1 + ...
=
∞∑
0
(−iVˆt/~)n
n!
= exp
(
−iVˆt
~
)
. (B.14)
Neste caso, devemos saber aplicar essa exponencial num estado inicial gene´rico e para isso e´
conveniente calcular explicitamente esse operador numa base conveniente para o problema. Na
pro´xima sec¸a˜o e´ apresentado um me´todo de ca´lculo da exponecial (B.14) na base do a´tomo de
dois n´ıveis que pode ser aplicado para uma se´rie de Hamiltonianos de interac¸a˜o, incluindo os
utilizados nessa dissertac¸a˜o.
B.2 Expansa˜o na Base do A´tomo de Dois n´ıveis
Nesta sec¸a˜o e´ calculado o operador de evoluc¸a˜o temporal para Hamiltonianos de interac¸a˜o
do tipo
Vˆ = ~λ(σˆ+ Aˆ+ σˆ− Bˆ) (B.15)
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no qual Aˆ e Bˆ sa˜o operadores gene´ricos de outro subsistema como, por exemplo, operadores
do campo eletromagne´tico ou do movimento do centro de massa de um ı´ona aprisionado num
potencial harmoˆnico. Na base de dois n´ıveis |e〉, |g〉 com representac¸a˜o matricial
|e〉 ≡
(
1
0
)
, |g〉 ≡
(
0
1
)
, (B.16)
podemos escrever o Hamiltoniano (B.15) na forma
Vˆ = ~λ
(
0 Aˆ
Bˆ 0
)
(B.17)
Para obtermos a exponencial (B.14) e´ necessa´rio calcular as poteˆncias do Hamiltoniano (B.17)
mantendo o cuidado de na˜o trocar a ordem de apareˆncia de Aˆ e Bˆ pois em princ´ıpio eles na˜o
precisam comutar. Calculando as primeiras quatro poteˆncias de Vˆ teremos
Vˆ2 = (~λ)2
(
AˆBˆ 0
0 BˆAˆ
)
, (B.18)
Vˆ3 = (~λ)3
(
0 (AˆBˆ)Aˆ
Bˆ(AˆBˆ) 0
)
, (B.19)
Vˆ4 = (~λ)4
(
(AˆBˆ)2 0
0 (BˆAˆ)2
)
, (B.20)
Vˆ5 = (~λ)5
(
0 (AˆBˆ)2Aˆ)
Bˆ(AˆBˆ)2 0
)
, (B.21)
podemos perceber que as demais poteˆncias comec¸ara˜o a repetir o mesmo padra˜o. O operador
de evoluc¸a˜o temporal (B.14) para esse Hamiltoniano pode ser enta˜o calculado componente a
componente, ou seja
Uˆ1(t) =
(
Uˆ11 Uˆ12
Uˆ21 Uˆ22
)
, (B.22)
no qual
U11 = 1− (AˆBˆ)(λt)
2
2!
+
(AˆBˆ)2(λt)4
4!
− ...
= cos(λt
√
AˆBˆ). (B.23)
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Uˆ12 = −Aˆλt+ i(AˆBˆ)Aˆ(λt)
3
3!
− i(AˆBˆ)
2Aˆ(λt)5
5!
+ ...
= −i
[
λt− (AˆBˆ)(λt)
3
3!
+
(AˆBˆ)2(λt)5
5!
]
Aˆ
= −i sin(λt
√
AˆBˆ)√
AˆBˆ
Aˆ. (B.24)
Semelhantemente, os demais componentes podem ser calculados resultando em
Uˆ21 = −iBˆ sin(λt
√
AˆBˆ)√
AˆBˆ
, (B.25)
Uˆ22 = cos(λt
√
BˆAˆ). (B.26)
Finalmente obtemos a forma geral
Uˆ1(t) =

cos(λt
√
AˆBˆ) −i sin(λt
√
AˆBˆ)√
AˆBˆ
Aˆ
−iBˆ sin(λt
√
AˆBˆ)√
AˆBˆ
cos(λt
√
BˆAˆ)
 . (B.27)
Como um exemplo de aplicac¸a˜o do resultado acima, consideremos λ = g, Aˆ = bˆ e Bˆ = bˆ†
que corresponde ao Hamiltoniano Jaynes-Cummings (B.3). Neste caso,
Uˆ1(t) =

cos(λt
√
bˆbˆ†) −i sin(λt
√
bˆbˆ†)√
bˆbˆ†
bˆ
−ibˆ† sin(λt
√
bˆbˆ†)√
bˆbˆ†
cos(λt
√
bˆ†bˆ)
 . (B.28)
Usando os projetores desse espac¸o de dois n´ıveis podemos reescrever o operador de evoluc¸a˜o
(B.28) na forma
Uˆ1(t) = cos(λt
√
bˆbˆ†)|e〉〈e|+ cos(λt
√
bˆ†bˆ)|g〉〈g|
−i sin(λt
√
bˆbˆ†)√
bˆbˆ†
bˆ |e〉〈g| − ibˆ† sin(λt
√
bˆbˆ†)√
bˆbˆ†
|g〉〈e| (B.29)
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